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INTRODUÇÃO 
Durante o curso de Licenciatura é grande a preocupação em estudar maneiras 
e recursos para se ensinar bem Matemática É muito importante se preparar para 
realmente ensinar as assuntos e levar coisas novas para a sala de aula, principalmente 
na área de Matemática, já que os alunos não se sentem muito motivados para estudar 
essa disciplina. Diante dessa necessidade, achamos válido estudar Polinômios, devido 
dificuldade que os alunos encontram no estudo de Algebra. 
Nosso trabalho tem assim, o objetivo de estudar Polinômios além do que foi 
estudado na Graduação, fazer um breve estudo de como se está ensinando Polinômios 
de acordo com alguns livros didáticos e, principalmente, propor algumas atividades que 
contribuam para o trabalho dos professores, despertando assim o interesse dos alunos 
pelo estudo da Algebra. 
No primeiro capitulo, trazemos um breve histórico sabre o surgimento e o 
desenvolvimento das Equações Algébricas, já que falar de Polinômios é falar de 
Equações Algébricas. 
No segundo capitulo estudamos a definição de Polinômio através de seqüências 
e através de funções, além de vários outros tópicos, sendo que vários resultados 
importantes como o Teorema Fundamental da Algebra, estão demonstrados. 
No terceiro capitulo, é feita uma avaliação critica de alguns livros didáticos do 
Ensino Fundamental e do Ensino Médio, em relação ao estudo de Algebra e, mais 
especificamente, linguagem algébrica e Polinômios. 
Finalmente, no quarto capitulo, trazemos uma seleção de exercícios como 
sugestão para o professor aplicar em sala de aula. Esses exercícios são diferentes 
daqueles que geralmente são aplicados aos alunos e procuram despertar o interesse 
desses por essa área da Matemática. 
CAPÍTULO 1 
HISTÓRICO SOBRE EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 
As equações, do ponto de vista prático, constituem uma parte muito importante 
da Matemática. Qualquer problema que possa ser solucionado através de números 
certamente será tratado, direta ou indiretamente, por meio de equações. 
Nosso objetivo aqui é estudar as Equações Algébricas, ou seja, as equações em 
que a incógnita aparece apenas submetida às chamadas operações algébricas: soma, 
subtração, multiplicação, divisão, potenciação (que é um caso particular de 
multiplicação) e radiciação. Estudamos o surgimento deste tipo de equação e seus 
aspectos elementares, já que um Polinômio nada mais é do que uma Equação 
Algébrica colocada sob a forma ax' 
 an-ixr" + +  ax + ao = O ( n inteiro e positivo). 
Na verdade, a definição de Equação Algébrica dada acima é meio abstrata, já 
que esse tipo de equação surgiu quase que naturalmente aos antigos matemáticos. 
Dentre todos os antigos documentos matemáticos que chegaram aos dias de hoje, 
talvez os mais famosos sejam os chamados Papiro de Ahmes (ou de Rhind), de cerca 
de 1650 a.C. e o Papiro de Moscou, um pouco mais antigo. Em ambos aparecem 
problemas que contêm, discretamente, equações do 1° grau. 
Evidentemente, os  egípcios não adotavam a simbologia algébrica moderna e 
não sabiam resolver por nossos métodos nem mesmo as equações do 1 0  grau. Eles 
usavam uma técnica muito engenhosa que lhes permitia encontrar a resposta correta 
e que veio a ser chamada de "Regra da Falsa Posição". Por esta regra, fazia-se uma 
hipótese inicial qualquer a respeito do número desejado e verificava-se o que ocorria. 
Consideremos, por exemplo, que quiséssemos saber qual o número que somado à sua 
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terça  parte dá 8. Por essa regra, suponhamos que a hipótese inicial seja 3. Ora, 3 
somado com sua terça parte dá 4, que é exatamente a metade do que deveria dar. 
Portanto, o número é o dobro de 3, ou seja, 6. 
Os babilônios, na mesma época, já conseguiam trabalhar com equações do 2° 
grau e as resolviam por um método baseado no mesmo raciocínio empregado por 
Bhaskara quase 3 milênios mais tarde, o chamado "complemento do quadrado". Mas 
foi quando Pitágoras demonstrou que em um triângulo retângulo vale a relação 
a2 = b2 + c2 que produziu-se, pela primeira vez na Europa, uma equação do 2° grau, 
com um atraso de pelo menos 1200 anos em  relação ao que havia acontecido na 
Babilônia. 
Apesar de a Grécia não ter sido forte em Aritmética, Euclides demonstrou alguns 
importantes teoremas da Teoria dos Números e introduziu conceitos que se tornaram 
fundamentais na solução de equações. Ele explicitou algumas verdades evidentes por 
si mesmas, os chamados axiomas, o que trouxe, conseqüentemente, a fórmula geral 
da solução das equações do 1° grau. São eles os axiomas: 
a) entidades iguais a uma terceira são iguais entre si; 
b) se a iguais somam-se ou subtraem-se iguais, os resultados permanecem iguais; 
c) a parte é menor que o todo; 
d) iguais multiplicados ou divididos por iguais continuam iguais.(Este último não foi 
diretamente enunciado por Euclides, mas é fácil aceitá-lo como verdade). 
Quanto à fórmula de Bhaskara (muito conhecida para achar a solução de uma 
equação do 2° grau), sua descoberta fundamentou-se na idéia de buscar uma forma 
de reduzir o grau da equação do 2° grau para uma do primeiro, através da extração de 
raizes quadradas. E, com essa fórmula, surgiram duas constatações importantíssimas: 
a) equações de grau maior que 1 poderiam ter mais de uma solução; 
b) _em alguns casos, a aplicação da fórmula conduzia a um fato que para eles era 
misteriosa: a raiz quadrada de um número negativo. 
Vencidas as equações do 2° grau, apareceu a curiosidade em resolver as do 
terceiro. Ornar Khayyam, um poeta árabe e também um grande matemático, trabalhou 
bastante no intuito de resolver essas equações. Em alguns casos particulares ele 
obteve certo êxito tendo, inclusive, encontrado formas geométricas aproximadas de 
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solucioná-las. Entretanto, nenhuma fórmula algébrica geral foi encontrada e as 
equações do 30  grau permaneceram ainda por alguns séculos como um desafio aberto 
aos matemáticos. 
Em 1225, Leonardo de Pisa (também conhecido como Leonardo Fibonacci), um 
italiano que tinha sua reputação de grande matemático já conhecida, quando de 
passagem por Pisa depois de uma longa viagem recebeu um desafio do  Imperador 
Frederico II. Ele promoveu uma  espécie de competição para testar a habilidade de 
Leonardo, propondo-lhe o seguinte problema: encontrar, pelos  métodos euclidianos, 
um segmento x que satisfizesse a equação x3 + 2.x2 + 10.x - 20 = 0. Leonardo provou 
que o problema não poderia ser resolvido com régua e compasso, mas deu uma 
solução numérica aproximada, correta até a 9a casa decimal: 1,3688081075. A obra 
de Leonardo foi importantíssima  pois inspirou inúmeros seguidores, principalmente na 
Itália, e representou um grande marco na história da ciência ocidental. 
O próximo grande matemático italiano que contribuiu para o estudo das 
Equações Algébricas depois de Leonardo foi o franciscano Fra (Frei) Luca Pacciolo, 
homem que se interessou profundamente pela Aritmética e que é considerado o pai da 
contabilidade moderna, baseada nos chamados  lançamentos duplos. Mas, 
infelizmente, ele cometeu vários erros em seus trabalhos e um deles foi declarar que 
a solução das equações do 3 0  grau era tão impossível quanto a quadratura do circulo. 
Esta infundada afirmação foi demolida poucas décadas depois, na mesma Itália, por 
dois grandes matemáticos que, ao darem curso às suas enormes rivalidades, 
temperaram a história das equações algébricas com o sabor da intriga: Tartaglia e 
Cardaria.  
Embora não haja prova documental, consta que, por volta de 1510, um 
matemático italiano chamado Scipione del Ferro encontrou uma forma geral de 
resolver equações do tipo x3  + p.x + q = 0, mas morreu sem publicar sua descoberta. 
Seu aluno, Antonio Maria  Fiar,  conhecendo tal método, tentou adquirir notoriedade 
valendo-se da descoberta do mestre e elegeu Tartaglia que já era bastante conhecido 
por seu talento, como alvo. 0 desafio consistia na solução de diversos problemas que 
um deveria propor ao outro e Fiar,  naturalmente, pretendia apresentar questões que 
dependessem daquele tipo de equação do 3° grau, da qual somente ele detinha a 
solução. Sabendo que seu oponente estava armado de um método descoberto pelo 
falecido professor, Tartaglia se empenhou muito para encontrar uma regra para a 
solução daquelas equações, o que conseguiu a 10 de fevereiro de 1535. E foi mais 
longe, além de resolver as do tipo x 3 + p.x + q = 0, também achou a solução para as 
do tipo x3 + p.x2 + q = 0, o que Flor não conhecia. 
Nesta época, Cardano estava escrevendo a Prática Arithmetical Generalis, 
englobando Algebra, Aritmética e Geometria. Quando ficou sabendo que Tartaglia 
achara a solução de equações do 3° grau, resolveu pedir-lhe que a revelasse para que 
fosse publicada na Prática. Tartaglia, inicialmente, não aceitou, alegando que sua 
intenção  era publicá-la ele mesmo em um livro a ser escrito no futuro. Depois de muitas 
discussões entre os dois e sob juramento de segredo de Cardano, Tartaglia enviou a 
solução em um poema, de forma cifrada e misteriosa que Cardano não conseguiu 
entender. Mais conversações e mais promessas e Tartaglia revelou tudo. 
Mas Cardano quebrou a promessa e, em 1545, fez publicar na Ars Magna a tal 
fórmula revelada. Apesar de alguns elogios que fez a Tartaglia, Cardano acrescentou 
que independente e alguns anos antes, Scipione Del Ferro chegara aos mesmos 
resultados, o que criou muito conflito entre os dois. E a solução conseguida por 
Tartaglia ficou conhecida como fórmula de Cardano. Era ela 
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As equações resolvidas por Tartaglia parecem particulares, mas qualquer 
equação geral pode ser transformada facilmente em uma daqueles tipos especiais 
estudadas por ele. Por exemplo, seja a equação geral do 3° grau a.x3 + b.x2 + c.x + 
+ d =0. Fazendo x=y+me calculando m de modo a anular o termo do 2° grau, temos: 
a.(y + m)3 + b.(y + m) 2 + c.(y + m) + d = O= a.y 3 + y2 .(b + 3.a.m) + y.(3.a.m2 + 2.b.m + 
+ c) + (m3 .a + b.m2 + c.m + d) = 0 b 3.a.m = 0 	
m = 3.a - 
A nova equação do 3° grau em y será do tipo y3 + p.y + q = 0 e, se soubermos 
resolvê-la, acharemos x que é y + m. Portanto, quando Tartaglia encontrou a solução 
das equações do tipo x3 + p.x + q = 0, ele deu uma resposta geral e não particular ao 
problema, o que aumentou o seu mérito. 
Ludovico Ferrari, nascido em Bolonha em 1522, foi o mais famoso dos discípulos 
 
de Cardano. Ele resolveu um problema que envolvia a equação x 4 + 6.x2 - 60.x + 36= 
= O. Tal problema fora proposto a Cardano por Zuanne de Tonini da Cai, como um 
desafio. Após Ferrari resolvê-lo, Cardano publicou-o na Ars Magna, como fez com 
Tartaglia. Era um método perfeito do ponto de vista teórico, mas bastante trabalhoso. 
Porém, se obtinha a solução utilizando apenas operações algébricas. 
Como já foi dito anteriormente, com o surgimento das soluções algébricas, 
surgiu também um tipo de número diferente de tudo que se conhecia até então: as 
raizes quadradas de números negativos. E o homem que conseguiu atravessar a ponte 
que levava a esses novos números foi Rafael BombeIli, nascido em Bolonha em 1530. 
Seus estudos começaram com a tentativa de conciliar o resultado fornecido pela 
formula de Cardano para a equação x3 - 15.x - 4 = 0, ou seja, 
3 / 	  
X=1/2+121 42-V-121 com a raiz x = 4, constatada por observação. Ele notou que 
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1/2+f-121 e V2-V-121 deveriam ser números da forma a+1,[7--b e  
respectivamente. E assim, deduziu que a = 2 e b = 1 pois (2 + 1 -T)3 = 2 +/71-2-71  e 
(2 - -V7)3 = 2- 1/77f2Tf . Assim, x = (2 +f-T) +(2 - FT) = 4 . Realizando seus cálculos, 
Bombelli criou ainda algumas regras para se operar com ri e para somar dois 
números do tipo m + 
Mas Cardano também merece um reconhecimento quando se trata de números 
complexos. Ele foi o primeiro matemático a fazer operações com números complexos 
quando escreveu o seguinte problema: dividir 10 em duas partes de modo que seu 
produto seja 40. 
Montando o sistema, temos: {x +y=10 	 { +2.x.y +y 2 =100 
E, diminuindo uma equação da outra chegamos na equação x2 - 2.x.y + y2 = -60 = 
= x=5± 1F -1, y=5±[-T. 
Devemos citar ainda que a origem dos números complexos se deu com as 
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x.y= 40 	 4.x.y=160 
equações do 3° grau e não com as do 2° grau como muitos imaginam. 
A segunda metade do século XVI produziu um admirável matemático, o maior 
da França naquele século e um dos melhores do mundo em sua época: François Viète. 
Ele conseguiu encontrar outro caminho algébrico para a  solução das equações do 3° 
grau, além daquele descoberto por Tartaglia. Seja a equação x 3 + p.x + q = O. 





3 	 3 	 p 
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Este resultado é correto e equivalente ao de Tartaglia, embora pareça diferente. 
Viète avançara bastante, mas ainda existiam alguns problemas relacionados às 
substituições trigonométricas e aos números complexos. E a questão das equações do 
3° grau teve que aguardar quase um século e meio quando Leonhard Euler desvendou 
todos seus mistérios. 
Na primeira metade do século XVII dois geniais franceses, Pierre de Fermat e 
René Descartes inventaram, independente e quase simultaneamente, aquilo que hoje 
é denominado Geometria Analítica e que consiste no estudo de propriedades 
geométricas através do emprego de equações. Fermat se dedicou à Teoria dos 
Números, à Teoria das Probabilidades e ainda ao estudo de funções, encontrando 
métodos rigorosos de se tragar tangentes a curvas e de se determinar máximos e 
mínimos.  Descartes também descobriu uma técnica algébrica para o tragado de 
tangentes a curvas, mas seu sistema era bem mais complicado e trabalhoso. Embora 
não tenha desenvolvido técnicas novas para a resolução de Equações Algébricas, ele 
contribuiu bastante fazendo com que as raizes negativas fossem aceitas como solução. 
Ele também descobriu um critério para se conhecer o número de raizes positivas e 
negativas de uma Equação Algébrica, através da análise das variações dos sinais de 
seus coeficientes. Descartes foi quem batizou 1F--1 de número imaginário, o que 
assusta os alunos, apesar de não haver nada de imaginário. 
Outro matemático famoso  que contribuiu para o estudo das Equações Algébricas 
foi Isaac Newton, um sábio muito admirado, glorioso e endeusado, durante a própria 
vida e igualmente após sua morte. Nasceu em 1642 em Woolsthorpe, Inglaterra e 
conseguiu aspirar, simultaneamente, aos títulos de o maior matemático e o maior físico  
de todos os tempos. Suas contribuições à Teoria das Equações Algébricas podem ser, 
simplificadamente, classificadas em três grupos: métodos algébricos aproximados para 
o encontro de raizes reais, um método aproximado não algébrico (utilizando elementos 
de Cálculo Diferencial e amplamente conhecido como Método de Newton) e um 
conjunto de critérios numéricos para a pesquisa de raizes, como determinação de 
números chamados cotas inferiores e superiores, abaixo e acima dos quais, 
respectivamente, não existem raizes reais de uma dada equação. Seu trabalho foi 
muito importante, mas tinha uma limitação: somente as raizes reais eram pesquisáveis 
por ele. 
0 mais importante alicerce da Teoria das Equações Algébricas é o Teorema 
Fundamental da Algebra (T.F.A.): toda Equação Polinomial de coeficientes reais ou 
complexos tem, no campo complexo, pelo menos uma raiz. D'Alembert em 1746 foi 
quem enunciou pela primeira vez tal teorema. Contudo a demonstração por ele 
apresentada era incorreta. Carl Friedrich Gauss demonstrou-o em 1799 como tese de 
doutorado. Aliás, é considerada a maior tese de doutorado em Matemática de todos os 
tempos. 
Um resultado simples de ser provado é que se o número complexo a + bi é raiz 
de uma Equação Polinomial de coeficientes reais, então o complexo a - bi também o 
6. Além disso, toda Equação Polinomial tem, no campo complexo, exatamente n raizes 
(considerando a multiplicidade de raizes), sendo n o grau do respectivo Polinômio 
(conseqüência do T. F. A.). 
Destes resultados pode-se concluir que toda Equação Polinomial de coeficientes 
reais e de grau impar tem pelo menos uma raiz real. 
Além disso, a partir do T.F.A. podem ser deduzidas relações muito importantes 
entre os coeficientes e as raizes de qualquer Equação Algébrica em sua forma 
canônica. São eles: 
a) A soma das n raizes é igual 6 razão, com o sinal trocado, dos coeficientes do termo 
do grau n - 1 e do termo de grau n; 
b) 0 produto das n raizes é igual 6, razão dos coeficientes do termo independente e 
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do termo de grau n, com sinal positivo se n for par e negativo se n for impar; 
C) a razão dos coeficientes do termo do 1° grau e do termo independente é o oposto 
da soma dos inversos das raizes da equação. 
Também com base no T.F.A., o matemático austríaco Bernhard Bolzano (1781 - 
1848) demonstrou um importante teorema que leva seu nome e que pode ser assim 
expresso: dados uma Equação Algébrica de coeficientes reais em sua forma canônica 
P(x) = 0 e dois números reais a e b (a < b), se P(a) e P(b) tiverem o mesmo sinal, o 
número de raizes reais da equação (eventualmente repetidas) dentro do intervalo (a,b) 
será par; se P(a) e P(b) tiverem sinais opostos, o número de raizes reais da equação 
(eventualmente repetidas) dentro do intervalo (a,b) será impar. 
Uma conseqüência disto é que toda Equação Algébrica de grau n par cujo termo 
independente tenha sinal oposto ao coeficiente do termo de grau n, tem pelo menos 
duas raizes reais. 
Outros resultados importantes que se obteve, em relação ás equações do 3° 
grau são os seguintes: 
Considere uma equação do 3° grau do tipo x3 + p.x + q e seja A =  2 	 3 
Então, 
a) as raizes da equação são reais e distintas se e somente se A <O; 
b) as raizes da equação são reais mas duas ou três são iguais entre si se e somente 
se A = O. No caso de as três raizes serem iguais, todas serão nulas. 
C) uma raiz é real e duas são complexas se e somente se A > O. 
Em 1823, Niels Abel demonstrou que, exceto em casos particulares, de um modo 
geral, é impossível resolver equações do 5° grau utilizando apenas Equações 
Algébricas. 0 italiano Paolo Ruffini havia afirmado isto anteriormente, mas não 
conseguiu demonstrá-lo. Evariste Galois também demonstrou este resultado  após a 
morte de Abel, mas de maneira totalmente independente. Enquanto Abel o fez usando 
ao máximo os recursos da Algebra Clássica, Galois inventou uma nova teoria dentro 
da qual aquele fato era apenas um fato particular. 
Com relação às construções geométricas, cinco temas investigados pelos 
gregos não encontraram resposta dentro do conjunto de conhecimentos disponíveis 
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época (construções geométricas com régua e compasso) e tiveram que aguardar dois 
milênios de evolução da Teoria das Equações Algébricas até que fossem inteiramente 
compreendidos. Então ficou demonstrado que um elemento geométrico é construtivel 
por régua e compasso quando o problema, analiticamente, pode ser resolvido apenas 
com operações de soma, subtração, multiplicação, divisão e extração de raiz quadrada. 
Esses fatos algébricos sobre construções geométricas foram descobertos pelo 
matemático  francês Pierre Laurent Wantzel por volta de 1837. Ele também demonstrou 
um teorema auxiliar para as questões de duplicação do cubo e trissecção do ângulo: 
a condição necessária e suficiente para que as três raizes de uma equação do 3° grau, 
de coeficientes racionais, sejam construtiveis por régua e compasso é que uma delas 
seja racional. 
E, finalmente, o último resultado sobre Equações Algébricas que iremos citar: 
qualquer racional do tipo —a é raiz de uma equação algébrica da forma b.x - a = 0. 
Pode-se demonstrar também que irracionais como 34+1/-- também são raizes de 
Equações Polinomiais de coeficientes inteiros, no caso, x6 + 12.x4 - 6.x3 - 3.x2 - 36.x + 
+ 5 = 0. Estes indícios  sugeriram que os números chamados reais poderiam estar 
divididos em duas categorias: os que são e os que não são raizes de Equações 
Polinomiais de coeficientes inteiros. Mas era necessário prová-lo. Em 1844, o 
matemático Joseph Liouville demonstrou que o número 
a 1 	 a2 	 a3 +- +- + 
1011 1021 1031 
onde os a's são algarismos  arbitrários de 0 a 9, jamais poderia ser raiz de tal equação. 
Isto permitia, então,  classificar os números reais em duas categorias: os algébricos, 
que são raizes de Equações Polinomiais de coeficientes inteiros, e os transcendentes 
que não o são. 0 nome transcendente vem do fato de que eles transcendem as 
operações da Algebra. Os transcendentes são sempre irracionais pois, se algum deles 
fosse racional seria algébrico, o que contrariaria sua definição. 
Embora o transcendente apresentado por Liouville constituísse a prova de que 
se necessitava, ele foi olhado como um número sem relação com a vida prática. Era 
1 1 
preciso exibir algum transcendente mais popular e os dois principais suspeitos foram TC 
e e. 
Diversos matemáticos puseram-se no campo e, em 1873, após muitos esforços, 
o suiço Charles Hermite conseguiu provar a transcendência do número e. E mais, 
provou que e elevado a qualquer número algébrico continua a ser transcendente. Muito 
desgastado, declarou não estar disposto a novo sacrifício para provar a transcendência 
do número TC cuja irracionalidade já havia sido provada pelo alemão Lambert, em 1761. 
Foi uma pena para Hermite pois, com base em seu trabalho, Ferdinand von Lindemann, 
de uma forma simples, demonstrou a transcendência do ir. Com o tempo, provou-se 
a transcendência de muitos outros números inclusive de todos os números do tipo ab 
onde a é qualquer algébrico diferente de 0 ou 1 e b é qualquer irracional algébrico. 
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CAPÍTULO 2 
ESTUDO DE POLINÔMIOS 
Neste capitulo fazemos um estudo sobre Polinômios a fim de nos prepararmos 
bem para trabalharmos com esse assunto nos  níveis fundamental e médio. 
Primeiramente estudamos Polinômios usando a idéia de seqüência, as operações 
definidas via seqüências e vários resultados. Depois analisamos a definição de 
Polinômios via função, que é a mais utilizada no ensino. 
2.1 Seqüências quase nulas ou Polinômios 
Definição 1: Seja IN o conjunto dos números naturais. Uma seqüência num anel 
A é uma função 	 f : IN -A 
No nosso caso, quando falarmos de seqüências, estaremos nos referindo a uma 
função f: IN-. A, na qual A é um anel, ou seja, consideraremos apenas seqüências de 
elementos de um anel. 
Se a;  indica a imagem do elemento genérico i e IN, através da seqüência f, tal 
seqüência é indicada por 
f = (ao , al , a2 , 	 , a i , 	 ) 
Os elementos ao , al , a2, , a i, são chamados termos da seqüência. 
Observemos que um polinômio depende exclusivamente de seus coeficientes. 
Igualdade: Sejam f = (a) e g = (b i) seqüências de elementos de um anel A. 
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Como se trata de funções (de IN em A), então f = g se, e somente se, a, = b i para todo 
ielN. 
Adição:  Dadas duas seqüências f = (a 1 ) e g = (b 1 ) de elementos de um anel A, 
chama-se soma de f com g a seqüência h = (c 1 ) tal que c i = a, + b i para todo i e IN. 
Multiplicação:  Dadas duas seqüências f = (a i) e g = (4) de elementos de um anel 
A, chama-se produto de f por g a seqüência h = (ck) tal que: 
co . a0 . b0 
= ao .b i + a i .bo 
C2 = ao-b2+ 	 a2.b0 
c3 . ao . b3 + al b2 + a2 .13 1 + a3 .b0 
Ck = ao . b k + al.bkl + a2 .bk..2 +•+ a k.bo 
isto 6: 
ck = E a i .bk_i para cada k G IN. 
1=0 
OBS.: 0 produto acima também é chamado de produto de Cauchy. 
Definição 2:  Dado um anel A, uma seqüência (a o , al , a2, ) sobre A recebe o 
nome de Polinômio sobre A se existe um  índice re IN tal que am = 0 para todo m> r, 
ou seja, uma seqüência (a i ) é um Polinômio quando os termos que sucedem um certo 
a,. são todos nulos. Mas isso não quer dizer que a o , a l , a2, , a r não sejam, alguns 
deles ou mesmo todos, iguais a zero. Assim se conclui que uma seqüência é urn 
Polinômio quando apresenta um número finito de termos não nulos. 
Indicaremos por A[X] o conjunto dos Polinômios sobre o anel A. 
Usando a idéia de seqüência quase nula pode-se chegar a alguns resultados. 
Citaremos aqui alguns deles, uns com demonstrações e outros mais imediatos. 
Proposição 1:  A soma de dois polinômios sobre A é também um polinômio sobre 
A, isto 6, A[X] é fechado em relação a operação de adição. 
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Proposição 2: 0 produto de dois polinômios sobre A é também um polinômio 
sobre A, isto 6, A[X] é fechado em relação à operação de multiplicação. 
Dispositivo Prático: Para multiplicar o polinômio f = (a o , a l , a2 , 	 , a n , 0, ...) por 
g = (13 0 , ¡II , b2 , 	 , b rn , 0, ...) podemos usar um dispositivo prático assim construido: 
colocamos numa tabela os coeficientes a i de f e os b i de g; calculamos todos os 
produtos a ibi ; somamos os produtos em cada diagonal, conforme indica a figura, 
obtendo ck . 





a 3 a  
a4 a a .. 	 . 
as o - 	 '1 - 	 .12 - 	 e - 	 e 
Por exemplo, se f = (4, 3, 2, 1, 0, 	 , 	 , ...) e g = (5, 6, 0, ... ,O, ...), temos 
5 6 
4 20 24 0 
3 15 18 0 
2 10 12 ' 0 
5 6 0 
0 0 0 0 
ou seja, h = f.g = (20, 39, 28, 17, 6, 0, 0, ..., 0, ...). 
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Proposição 3: Se A é um anel, então A[X] também é um anel. 
Proposição 4: Se A é um anel comutativo, então A[X] também é um anel 
comutativo. 
Proposição 5: Se A é um anel com unidade, então A[X] também é um anel com 
unidade. 
Proposição 6: Se A é um anel de integridade, então A[X] também é um anel de 
integridade. 
2.2 Grau de um Polinômio 
Definição 3: Seja f = (a) um polinômio não nulo. Chama-se grau de f, e 
representa-se por af ou grf, o número natural n tal que a, 0 0 e a i = 0 para todo i> n. 
0 termo a, nessas condições é chamado coeficiente dominante de f. Se o coeficiente 
dominante de f é 1, diz-se que f é um polinômio unitário. 
OBS.: 0 grau de um polinômio não está definido para polinômios nulos. 
Proposição 7: Se f = (a) e g = (131) são dois polinômios não nulos de A[X], então: 
a) f + g = 0 ou a (f + g) max {af, ag}; 
b) 3 (f + g) = max {af, ag} quando af ag 
Demonstração: 
a) Seja f + g = (c) e n = max {at ag}. 
Se a, = - 13, para todo i, c,= O pare todo i ef + g= O. 
Se não, c, = a- b 1 = O + O = 0, V I> n. 
Portanto, ou f + g = 0 ou a(f + g) n. 
b) Admitamos, por exemplo, n = af > ag. Assim, c„ = a„ + b,, = a,, + O = 	 0 e 
= 0, V i > n, ou seja, a (f + g) = n. • 
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Exemplos: A seguir daremos um exemplo de cada caso citado acima. 
a) Em Z [X], se f = (7, 3, -2,0,0,..., 0, ...) e g = (-7, -3,2,0,0,..., 0, ...), então 
f+ 
 g = (0, 0, 0, 0, 0, 	 ,0, ...). Neste caso, f+ g = 0, ou seja, não existe a(f+ g). 
b) Em Z4 [X], se f = (1, 	 "d, 	 , 5, ...) e g = 	 T, 1, 5, ... 5, ...) então 
f + g = 	 5, 5, ... 	 ). Neste caso, a(f+ g) = 1 < max {af = 2, ag = 
c) Em IR, se f = (4,5, -1, 7, 2, 0, 0, 	 ,0, ...) e g = (1, 7, 4, 0, 0, 0, 	 , 0, ...), 
então f + g = (5, 12, 3, 7, 2, 0, 	 , 0, ...). Neste caso, a (f + g) = 4 = max {af = 4, 
ag = 2}. 
Proposição 8: Se f = (a) e g = (b i) são dois polinômios não nulos de A[X], então: 
a) ou f.g, = O ou a(f.g) 	 af + ag; 
b) a (f.g) = af+ a g quando o coeficiente dominante de f ou g é regular ( ou seja, 
não são divisores próprios de zero) em A 
Demonstração: 
a) Seja af= m, ag =nef. g= (c). 
a0 • bm +n 4. p a l .bm +n +p _1 	 + a 	 p • • + a„ n+p .bo e, como bi =0 para 
j> n e al = 0, para i > m, decorre cm „ +p = 0 , V pe IN. Assim, ou f.g = O ou 
a(f.g) 	 m + n. 
b) Seja af = me ag = n. 
= 20.b, n 	 _ 1 + 	 +a,„.b, + 	 + am + n .b0 = am .b, e, como am ou b é 
elemento regular de A, decorre que amba * 0, isto 6, c„,* O e, portanto, 
a(f.g) = m + n. • 
Exemplos: A seguir daremos um exemplo de cada caso citado acima. 
a) Em Z4 [X], se f = 	 , 5, 	 , 5, ...) e g = (5, 5, 2., 5, ... ,5, ...) , então 
f.g = (0, 0, 0, 0, 0, 	 , 0, ...). Neste caso, f.g = O , ou seja, não existe a(f+ g). 
b) Em Z6 [X], se f = (2, 1, 3, 0, 0, 	 , 0, ...) e g =  
f.g = (/, -g, 	 , 5, ...). Neste caso, a(f.g) = 2 < 2 + 1 = af + a g. 
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c) Em IR, se f = (4, 3, 0, 0, 0, 	 , 0, ...) e g = (1, 2, 5, 0, 0, 	 , 0, ...), então 
f.g = (4, 11,26, 15, 0, 0, 	 , 0, ...). Neste caso, a (f.g) = 3 = 1 + 2 = af + ag. 
Proposição 9: Seja A um anel de integridade. Se f, g E A[X], f 0, e g #0, então 
a (f.g) = 0 (f) + 8(g). 
Demonstração: 
Seja n = af e m= ag, ou seja, f = (a l , a2 , 	 , an) e g = ( b i , b2 , 	 ,b,). Como A 
é um anel de integridade, então an e bm não são divisores próprios de zero, ou seja, 
an ion, o 0. Logo a (f.g) = n + m = 	 + 8 (g). • 
2.3 Imersão em APCI 
A e A[X] são conjuntos cujos elementos são de natureza distinta. Mas, é 
possível, em termos de isomorfismo, supor A c A[X]. Através das proposições abaixo, 
chegaremos neste resultado. 
Proposição 10: Se A é um anel, então L = {(a, 0, 0, 	 , 0, ...) I a e A} é um 
subanel de A[X]. 
Demonstração: 
i) L#ø pois (0,0, 0, 	 , 0, ...) e L. 
ii) Se f = (a, 0, 0, 	 , 0, ...) E Leg= (b, 0, 0, 	 , 0, ...), então 
	
0,...)e Lef.g=(a.b, 0, 	 0,...) e L. • 
OBS.: Concluímos também que L é um anel. ELéo anel dos Polinômios 
constantes. 
Proposição 11: Sendo A um anel, A é isomorfo ao subanel 
L= {(a, 0, 0, 	 , 0, 
 ...fl  ac A} de A[X]. 
Demonstração: 
Consideremos a função F: A- L dada por F(x) = (x, 0, 0, , 0, ...). Provemos, 
inicialmente, que F é uma função, ou seja, que F está bem definida: 
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x = y 	 F(x) = (x, 0, 0, 	 , 0, ...) = (y, 0, 0, 	 , 0, ...) = F(y), por igualdade de 
seqüências. 
Provemos, agora, que F é um isomorfismo: 
I) F(a + b) = ( a + b, 0, 0, 	 , 0, ...) = (a, 0 ,O, ...) + ( b, O ,O, ...) = F(a) + F(b), 
V a, b e A. 
ii) F(a.b) = (a.b, 0, 0, 	 ,0, ...) = (a, 0 ,O, ...) . ( b, 0 ,O, ...) = F(a).F(b), 
V a, b e A. 
iii) Dados a, be A tais que F(a) = F(b), temos: 
F(a) = F(b) 	 (a, 0 ,O, ...) = ( b 0 ,O, ...) 	 a = b, portanto F é injetora. 
iv) Dado (x, 0, 0, ...), temos que (x, 0, 0, ...) = F(x), portanto F é sobrejetora. • 
Devido ao isomorfismo de A e L, podemos identificar cada a e A ao Polinômio 
(a, 0, 0, 0, ...) e L, ou seja, a = (a, 0, 0, ..., 0, ...). Aceita essa igualdade, temos em 
particular que 0 = (0, 0, 0, ..., 0, ...) e 1 = (1,0, 0, , 0, ...) e, ainda, A = Le, portanto, 
A c A[X]. 
Os elementos de A, que agora são Polinômios especiais, são os chamados 
Polinômios constantes. Convém observar que se a e Ae 
g = (bo , b 1 , b2 , 	 , bn , 0, 	 , 0, 	 ) e A[X], então: 
a.g = (a, 0, 0, ...)(b 0, b 1 , b2 , 	 , bn , 0, 0, ...) = (a.bo , a.bl , a.b2 , 	 , a.bn , 0,0, ...) 
2.4 Notação usual de Polinômios 
Seja A um anel com unidade. Mostraremos que neste caso é possível, mediante 
certas convenções, representar um Polinômio, segundo a  definição de seqüência 
quase nula, de maneira parecida com aquela com que os Polinômios geralmente se 
apresentam. Ou seja, veremos que os Polinômios representados por seqüência quase 
nula são os mesmos Polinômios estudados até então. 
Consideremos o Polinômio X = (0, 1, 0, 0, 	 , 0, ...). Lembrando a definição de 
produto de Polinômios, temos: 
X2 = X.X = (0, 0, 1, 0, 0, 	 ,O, ...) 
X3 = X2 .X = (0, 0, 0, 1, 0, 	 , 0, ...) 
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e assim por diante, X"é um Polinômio em que os n primeiros termos são nulos, 
a, = 1 e os termos que seguem a, são todos nulos. 
Dado um Polinômio f = (a o , a l , a2 , ..., an , 0, 0, 	 , 0, 0, 0, ...) em A[X], temos: 
+ (0, 0, 0, 	 , an , 0, 0, ...) = ao + a1 (0, 1, 0, 	 , 0, 0, 0, ...) + 
= ao + a 1 .X + a2 .X2 + + 
A notação f = ao + a 1 .X + a2 .X2 + + 	 é a notação polinomial ou notação 
usual para indicar um Polinômio f sobre um anel com unidade. Daqui para a frente, 
trataremos apenas de anéis com unidade. 
Podemos concluir agora que todo elemento a eAé um particular Polinômio 
(Polinômio constante) e a = (a, 0, 0, 	 , 0, ...) ou a = a + 0.X + 0.X2 + ... (se A possuir 
unidade). 
2.5 Polinômios inversiveis 
Definição 4:  Seja f um Polinômio de A[X].  fé inversivel se existe g e A[X] tal que 
f.g = g.f = 1. Assim, o conjunto dos Polinômios inversiveis de A[X] é: 
U(A[X]) = { f e A[X] I g EA[X] e f.g = g.f = 1 } 
Como A é um subanel unitário de A[X] é claro que U(A) c U(A[X]). 
OBS.: Se A é um anel de integridade vale a inclusão contrária, ou seja, U(A[X]) c U(A). 
De fato, dado f e U(A[X]), existe g E AN tal que f.g = 1 e, então, 8(f.g) = a(1), 
isto 6, 3f+ ag = o. Assim sendo, af = ag = o, portanto,f eAeg e A. Como f.g = 1, 
decorre que f e U(A). Portanto U(A[X]) = U(A) sempre que A é um anel de integridade. 
• 
2.6 Divisão em A[X] 
Divisão  
Dado um anel A comutativo com unidade, se f, g e A[X], diz-se que f divide g ou 
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g é divisível por f se existe h E A[X] tal que g = th. 
A relação dada por "f divide g", sobre o anel A[X], tem as seguintes 
propriedades: 
(i) f f, V f e A[X] ; 
(ii)flgeglhflh; Vf,g,h GA[X]; 
(iii) f 
 I  g .f 
 I  h.g, V h E A[X] ; 
(iv) f I gi e f I g2 	 f 
 I  (a h 	 a 	 V h i , h2 e A[X]. ,../2' 1121 I ‘ 
Algoritmo da Divisão (ou de Euclides)  
Veremos agora que, sob certas condições, quando ocorre de f não dividir g e g 
não dividir f, é possível conseguir uma relação entre f e g nos moldes daquela 
conhecida no anel Z. 
A[X], 
suponhamos g*Oeo coeficiente dominante de g inversive!. Nessas condições 
existem q, r E A[X] de modo que f = g.q + r, onde r =  O ou a(r) < a(g). Neste caso, os 
Polinômios q e r são chamados, respectivamente, quociente e resto na divisão 
euclidiana de f por g. 
Demonstração: 
(a) f = O. Neste caso q = r = 0, pois O = g.0 + O. 
(b) f 0 e 	 < a(g). Neste caso, baste tomar q = O e r = f, pois g.0 + f = f e, 
por hipótese, 	 < 0 (g).  
(c) a(f) 0 (g). Neste caso, demonstraremos por indução: 
Se am = 0, então a(g) = O. Dai f = ao e g = bo. Assim, basta tomar q = 
(observe que o coeficiente dominante de g é inversivel) e r =  O uma vez que 
ao = b0.(bo-1 .a0) + O. 
Suponhamos agora que 	 = n e que o teorema se verifique para todo 
polinômio de grau menor que n. Consideremos o polinômio  f1 = f - an .b rn-1 .X"-m.g. 
Se fi = O ou a (f1)  <0  (g), então r = f i e q = an .bm -1 .X"-m. Caso contrário tem-se 
3 (f1 ) n - 1 e 0 (f1 ) 0 (g). Pela hipótese de indução existem q i , ri E A[X] de maneira 
que f1 = g.q, +1. 1 , onde r i =0 ou 0 (r 1 ) < 0 (g). Então f - a n .bm-1 .X"-m .g = g.q, + r 1 o que 
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acarreta que f = g.(q 1 + an .bm -1 .X"-m ) + 1. 1 , onde r1 = O ou 3(r 1 ) < a(g). Isso prova o 
teorema. 
Corolário 1: Se A é um anel de integridade, então é único o par (q , r) de 
polinômios que figuram no enunciado do teorema. 
Demonstração: 
Vamos supor f = g.q + r = g.q, + r i , onde a(r) < 0 (g) ser o0ea(r1 ) < a(g), se 
* O . Então g.(q q i ) = r 1 - r. Como A[X] é um anel de integridade, então r 1 - r = 0 se, 
e somente se, q - q 1 = O. 
Suponhamos ri o r. Então se pode calcular a (g.(q - q 1 )) = a(g) + 0 (q - q 1 ) = 
= 0 (r 1 - r). Logo 0 (r 1 - r) 3 (g) o que é impossível pois 3 (r1 - r) = 0 (r 1 ) ou 0 (r 1 - r) = 
= am ou 0(r 1 - r) < max {  0 (r 1 ), a(r) 1. Assim, ri = r, conseqüentemente, q 1 = q. IN 
Corolário 2:  Seja A um corpo. Dados f, g e A[X] corn g o 0, existe um único par 
(q, r) de Polinômios de A[X] de forma que f = g.q + r e 0 (r) < 0 (g) quando r O. 
2.7 0 Teorema Fundamental da Algebra 
Valor de um Polinômio  
Seja B um anel comutativo com unidade e A um subanel unitário de B. Dados 
f = ao + a i .X + .. + 	 e A[X] e u e B, chama-se valor de f em u o seguinte elemento 
de B: f(u) = a o + a i .0 + 	 + an .un. 
Valem as seguintes propriedades: 
(a) (f + g)(u) = f(u) + g(u) e 
(b) (f.g)(u) = f(u).g(u), V f, g A[X] eVu e 
Raiz de um Polinômio  
Quando se verifica a igualdade f(u) = 0 (zero de B), dizemos que u é raiz de f. 
Proposioão 12:  Sejam A um anel comutativo com unidade, u um elemento de 
A e f = ao.X" + 	 + + an e A[X] um polinômio de grau n. Nessas condições: 
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(a) 0 resto na divisão euclidiana de f por (X -u) é f(u) (teorema do resto); 
(b) Se q = bo.X" + b1 .Xn-2 + + bn_i e r = bn são respectivamente, quociente e 
resto na divisão considerada, então bo = ao , e ID ; = u.b, + a; (i = 1, 2, 	 ,n) (algoritmo do 
Briot-Ruffini). 
Demonstração:  
(a) 0 algoritmo da divisão com respeito af eX-u é válido pois o coeficiente 
dominante deste último polinômio é 1. Vamos supor f = (X - u).q + r, onde r = 0 ou 
3 (r) = 0 (pois 3 (X - u) = 1). Achando o valor de f em u, temos f(u) = (u u).q(u) + 
+ r(u) = r uma vez que, sendo r constante, r(u) = r. 
(b) Calculemos (X -u).q + r: 
(X - u).(b0 .Xn-1 +b 1 .X"-2 + 	 + lon_2 .X+ bn _ 1 ) + b n = bo .X" + (b 1 - U. bo).X1-1 + 	 + 
+ (bn_ 1 - u. bn.2).X + 	 - 
Levando em conta que (X - u).q + r = f, obtemos as seguintes igualdades: 
ao.  b1 - u.b0 = al , •.. , b 1 - u•b n_2 = en_1 e bn - u. b 1  = an• 
Dai: [30 = ao , b1 = u.bo + al , 	 , b 1 	 u.bn.2 + an_l e bn = u.b 1 + an que são as 
igualdades pretendidas . • 
Corolário: f G A[X] é divisive! por X - u se, e somente se, f(u) = O. 
Proposição 13:  Seja A um anel de integridade e f e A[X] um polinômio não nulo. 
Então o número de raizes de f não ultrapassa 3 (f). 
Demonstração: 
(Faremos por indução sobre o grau de f) 
Se o grau de f é zero, f não admite nenhuma raiz em A, logo o número de raizes 
é igual ao grau de f. 
Suponhamos agora que a(f) = n > O e que o teorema seja verdadeiro para todo 
polinômio de grau n - 1. Se f não possui nenhuma raiz em A, o resultado está provado. 
Caso contrário, se u é uma raiz de f em A, então existe q e A[X] de modo que f = (X - 
u).q. Dai, qualquer outra raiz de f (caso exista) é raiz de q. De fato: 
v u e f(v) = O = (v - u).q(v) = O = q(v) = 0, já que A é um anel de integridade. 
Como o número de raizes de q não ultrapassa n - 1 = 3 (q) (HI), então o número 
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de raizes de f em A 6, no máximo, n. • 
Corolário: Se f e g são polinômios de grau n sobre um anel de integridade A e 
se existem n + 1 elementos uo, u l , 	 , un e A, distintos entre si, tais que  f(u1) = 
i = 0, 1 , 	 , n, então f = g. 
Demonstração: 
O polinômio h = f - g admite mais do que n raizes em A. Logo h = 0, ou seja, 
f = g. • 
Estudando raizes de Polinômios, não podemos deixar de citar o Teorema 
Fundamental da Algebra (T.F.A.) e algumas conseqüências deste teorema. 
Teorema 2: Seja P: C C um Polinômio não constante. Então existe um número 
complexo z0 tal que P(z0) = 0. 
Demonstração: 
Seja P(z) = ane + an..1e1 + + a1 z + ao , an 0, tal Polinômio. Observemos 
inicialmente que Um 	 = 
De fato, 	 = I az " + an _l zr1-1 + 	 + a1 z + aol = 
    
( 	 a 	 a 	 ao ) 1  (n-1) + ... + 	 + 
°In Z 	 z (n-1) 	 z n 
   
 
l z In . a(n-1) 	 al 	 a0 an + 	 + + z (n-1) 	 z n 
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1 	 1a 1 	 la 1) 
° 
	




I 	 - 	 I 	 l 	 I 	 I 
Portanto, um P(z) I 	 lirn I z 
	 a n 1 + 
aon I + 	 + 	 al 	 + ao = 
	
IzI-  I 	 1z10-1) 
Como um 113(z)1 = co, dada M = I P(0) existe R 0 tal que se I z I > R, 
I P(z)I > M = I P(0) I. 
I P(z) I pode ser considerado como uma  função de IR2 em IR e é continua. Logo, 
atinge mínimo em A = { zeC; IzI R pois A é fechado e limitado. 
Seja zo este ponto de mínimo em A. Mostremos que zo é ponto de mínimo em 
C. De fato: 
Se IzIs R, I P(z0) s P(z) I. E se I z > R, como I P(zfl s I P(0) I, pois 0 E A, 
temos que I P(z) J > 1 P(0) 
 I>I  P(z0) I e I P(z0)  I s I  P(z)  I.  Portanto, zo é mínimo de I P(z)I 
em C. 
Agora, queremos mostrar due P(z0) = O. 
Suponhamos que P(z0) o O. 
Então podemos definir Q(z) - P(z + z°) P(z0) 
0 termo independente de Q(z) é Q(0) - P(0 + zo)- 1 . P(z0) 
Seja c.zr" o termo de menor grau que aparece em Q(z), isto 6, 
Q(z) = 1 + c.zm + 	 + 1) + + 
- 
Seja a uma raiz m-ésima de 	 , ou seja, am .=  1 e seja R(z) = Q(az). 
Então, R(z) = 1 - zm + 	 + 1) + + ck.z(m". 
Como zo é o ponto de mínimo de I P(z) I em C, temos que 
   
I R(z) I = Q(az) I = 
P(az +z0) 
P(zo) 
I P(az zo) I 	 I P(zo)I  
- 1 , ou seja, o minima de 
I P(zo) I 	 I P(zo) I 
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 i  s I 1 - zm I + I ci .z(m + 1) + c2.z(m + 2) + 	 + ck.z(m lo < 
s I 1 - zm I + I cl 	 z 1 (" 1) + 1 c,2 1.1 z I" + + 	 + 1 Ck 1-1 Z I (m+k) 
= (1 Zm) 4.  1 Cl 12(m+1)4' 1 C2 12(m+ 2) 	 1 Ck 1 2(m + 	 < 
- Zr" ) + 
 I C1 ,I.Z" +1) +  I c2 z" +1) 4- 	 ÷ I ck 1-z" + I) = 
=(1 - zm) + ( I GI I + I c-2 I + 	 + I ck 1).z" + = 
= (1 - Zm) +d I L i Ci I )2"  + 1) =  I  - Zm B.Z(m+1) . 
1=1 
Para B = 0, 
 i  R(z) s 1 - zm < 1 para todo z. 
Para B 0, sejaz 1 < min { 1, 1/B}, 
Se B 1, z1 <1 e I R(zi ) l<1-1+B=Bs1 
Se B>  1, z1 < 	 e I R(zi ) I 1 - z1 m + B.Z1.Z1m < 1 - z i m  + B. 1 .zi m = 
= 1 - z i m + Z1 m = 1. 
Nos dois casos, encontramos z 1 E (0, 1) tal que I R(z 1 ) 
 I  < 1, o que é uma 
contradição pois 1 é o minima de I R(z) I. Como chegamos à essa contradição supondo 
que P(z0) o 0, devemos ter P(z0) = 0, ou seja, existe um número complexo 43 tal que 
P(z0) = 0. • 
Teorema 3:  Todo polinômio de grau n tem exatamente n raizes. 
Demonstração:  
Seja o Polinômio P(x) ao.x" + a 1 .x 1 + a2 .x"-2 + 	 + an_i .x + an 
Pelo T.F.A. existe pelo menos um número complexo k l para o qual P(x) = 0. 
Sabemos que o resto da divisão de qualquer polinômio por x - a é exatamente P( a). 
Portanto, se P(1<1 ) = 0, P(x) é divisível por x - kl e o polinômio pode ser reescrito como 
o produto de x - k l  por um polinômio de grau n - 1. Por sua vez, a este polinômio de 
grau n - 1 aplica-se também o T.F.A. e ele é divisível por pelo menos um fator x - k 2 . 
Continuando o raciocínio conclui-se que P(x) pode ser desdobrado no produto de n 
26 
binômios do tipo (x 	 j = 1, 2, ... , n. E, como existem n valores de x que anulam um 
a um os binômios, o polinômio P(x) de grau n tem exatamente n raizes, eventualmente 
repetidas pois nada obriga que os valores de ki sejam todos diferentes entre si. • 
Teorema 4: Se o número complexo (a + bi) é raiz de um polinômio de 
coeficientes reais, então o o complexo (a - bi) também o 6. 
Demonstração: 
Seja a expressão: ao .x" + a 1 .x 1 + a2 .x11-2  4- 	 an-l-x 4- an. 
Se fizermos x = a + bi, o valor de tal expressão será um complexo da forma 
A + Bi. E se fizermos x = a - bi, o valor da expressão será igual ao conjugado de 
A + Bi, ou seja, A - Bi. 
Se a + bi é solução da equação a o.x" + a1 .x 1 + a2 .xn -2 + 	 an_i.x ÷ an = 0 , 
significa que A + Bi = 0 e isto só ocorre quando A=OeB= O. Portanto A - Bi também 
é igual a zero e, conseqüentemente, a - bi é raiz da mesma equação. • 
Este resultado significa que nos polinômios de coeficientes reais as raizes 
complexas, quando existem, aparecem sempre aos pares conjugados. Além disso, todo 
polinômio de coeficientes reais e de grau impar tem pelo menos uma raiz real. 
Teorema 5: Dados uma Equação Polinomial de coeficientes reais em sua forma 
canônica P(x) = 0 e dois números reais a e b (a < b), se P(a) e P(b) tiverem o mesmo 
sinal, o número de raizes reais da equação (eventualmente repetidas) dentro do 
intervalo (a, b) será par; se P(a) e P(b) tiverem sinais opostos, o número de raizes da 
equação (eventualmente repetidas) dentro do intervalo (a, b) será impar. 
Demonstração: 
Sejam a equação P(x) = 0, a o o coeficiente do termo de maior grau, r 1 , r2 , 	 rr 
suas raizes reais e c1 , c2, c, suas raizes complexas. Assim, 
P(x) = ao .(x - 	 r2 ). 	 .(x - r r).(x - c l ).(x - c2 ). 	 .(x - cc) 
Os binômios (x - 	 - c2 ), 	 ,(x - cc) são em número par pois a cada raiz 
complexa corresponde outra que é sua conjugada. E os produtos (x - ci).(x - cj ), onde 
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ci e c são complexos conjugados, são polinômios do tipo 
[x - (p + qi)].[(x - (p - qi)] = [(x - p) 2 + q 2] > 0 para qualquer x. 
	
Chamemos o produto (x - c l ).(x - c2 ). 	 .(x - ;) de M(x). Assim M(x) > O Vx. 
Desta maneira podemos escrever P(x) = a o .(x - r i ).(x - r2 ). 	 .(x - r r).M(x). 
Se P(a) e P(b) têm o mesmo sinal, então P(a).P(b) > 0; se têm sinais opostos, 
então P(a).P(b) <0. 
Mas P(a).P(b) = (a 0 ) 2- (a - 
	 - r2). 	 -(a - rr)-(b - 	 - r2 ). 	 .(b - r r).M(a).M(b), ou 
seja, P(a).P(b) = [(a - ri)-(b -1-01-[(a - r2).(b - r2)1- 	 -[(a 0-( 0 - rr)].(ao) 2 M(a).M(b). 
Como (a0 )2 M(a).M(b) é urn número positivo, podemos analisar apenas os sinais dos 
produtos [(a - r i).(b - r i)], i = 1, 2, ..., r. 
Se a-< < b, a - 1 , <0 e b - r , > 0, de modo que (a - r i).(b - r 1 ) tem sinal negativo. 
Analogamente, se r i < a ou a <b < r i , o produto (a - n).(b - r 1 ) tem sinal positivo. Assim, 
se P(a).P(b) tem sinal positvo, significa que há um número par de fatores (a - r i).(b - r i ) 
com ri no intervalo (a, b) e se P(a).P(b) é negativo é porque o número daqueles fatores 
é impar. • 
OBS.: Como zero é um número par, quando P(a) e P(b) têm o mesmo sinal, pode não 
haver nenhuma raiz real naquele intervalo (a, b). 
Teorema 6: Seja f(x) = a n.x" + + a l .x + ao um polinômio em Z [X]. Se 





Se 12 é raiz de f(x), então temos an . — P 	 an-1 P 	 + 	 + a i . 	 4- ao = O. 
	
q n 	 q fli 
Multiplicando toda a equação por q", temos 
an.pn an.i.p ro 	 ai. p. Crl ao. = O 	 an. pn = 	 pri.1 	 _ aol n 
an.Pn = -Can-1-13n-1 	
al 	 _ a0.cr-1) . 
Como ao , al , a2 , 	 , ar„ p e q são inteiros, então 	 _ 	 _ 	 _ a0.ci n-1 ) = a. 
anion 
a G Z, ou seja, e n .p" = -q. a 	 - a e Z. Isto significa que a np" é divisível por q 
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e como p e q são primos entre si, temos que p" e q também serão primos entre si e 
assim, an é divisível por q. 
Analogamente, isolando ao .q" na equação, temos: 
ao.qn = _an.pn _ a1.p 1 .q _ 	 _ a.p.q 1ao.qn 13. (an. pnl + an-1. Pn2. + 	 + a 1 .q 1 ). 
Como ao , al , a2 , 	 , an , p e q são inteiros, então (an .pn-1 + an-1 -Pn-2.C1 	 ai 	 = p 
a_ci n 
ri Z, ou seja, ao .q" = -p. p   - p e Z. Isto significa que aoq" é divisível por p e 
como p e q são primos entre si, temos que q" e p também serão primos entre si e 
assim, ao é divisível por p. • 
2.8 Função Polinomial 
Definição 5: Seja A um anel comutativo com unidade. Para cada f e A[X] é 
possível definir a função fA : A - A, dada por fA (u) = f(u), V u e A. Logo fp, associa a 
cada ueAo valor de f em u. Tal função chama-se função polinomial definida por f 
sobre A. Denotaremos por P(A) o conjunto dessas funções. 
Exemplo: Seja A = Z2 = { 5, T } . O polinômio f = T + X + X3 , por exemplo, é a 
seqüência (T, T, 0, T, 0, 0, ...) enquanto que fA é a função 	 f(0) = T 
1 - f(T) = T 
Adição em P(Al: A soma de duas funções polinomiais fA e gA definida através de 
(fA + gA) (u) = fA (u) + g A (u), V U E A, também é uma função polinomial pois 
(fA gA) (u) = fA (Li) + gA  (u) = f(u) g(u) = (f + g) (u) = (f + g) A (u), eu EA, ou seja, 
fA gA = (f + MA. 
Valem as propriedades comutativa e associativa.0 elemento neutro é a função 
definida pelo polinômio nulo e -fA é a função definida através de -f. 
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Multiplicação em P(A): Analogamente, o produto de duas funções polinomiais 
fA e gA é a função polinomial (f.g)A . Valem as propriedades comutativa e associativa e 
distributiva em relação à adição. 0 elemento neutro é a função definida pelo polinômio 
constante 1 (unidade de A). Assim, P(A) é um anel comutativo com unidade. 
Teorema 7: Se A é um anel de integridade infinito, 
 então A[X] e P(A) são 
isomorfos através da aplicação F: A[X] P(A) assim definida: F(t) = f A, V f E A[X]. 
Demonstração: 
i) F está bem definida. 
ii) F(f + g) = (f + g) A = fA + gA = F(f) + F(g), ef,ge A[X]. 
iii) Analogamente, F(f.g) = F(f).F(g), V f, g e A[X]. 
iv) Dada uma função polinomial h A, hA é a imagem de h pela função F, ou seja, 
hA = F(h). Logo F é sobrejetora. 
v) Sejam f, g e A[X]. Então F(f) = F(g)= f 	 f - = - 0A  (função polinomial A  
nula) 	 (f - g) A = OA = (f - g)A (u) = OA (u), `du eA = (f - g) (u) = 0, Vue EA 
f(u) = g(u), V u E A. 
Levando em conta o corolário da proposição 13 e o fato de que A é infinito, 
concluímos que f g, ou seja f é injetora. Logo F é um isomorfismo de anéis. • 
OBS.: Quando A é um anel de integridade infinito, A[X] e P(A) podem ser 
encarados como o "mesmo" anel. É o que se faz, por exemplo, quando se define 
polinômio sobre Z, Q, IR ou C como sendo toda função dada por 
x ao + al .x + + an .x onde os a1 são elementos fixos daquele anel, dentre os quatro 
citados, que estejamos considerando, ou seja, quando se define polinômio via função. 
Essa definição 6, geralmente, usada no Ensino Médio: "dada a seqüência de números 
complexos (ao, a l , a2, , an), a função: C C dada por 
f(x) = ao + al .x + a2 .x2 + 	 + 	 é denominada função polinomial ou Polinômio 
associado àquela seqüência. Os números ao, a l , a2, , an são denominados 
coeficientes e as parcelas ao, a 1 .x a2.x2 , , an .x" são chamadas termos do Polinômio 
f. 
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2.9 Polinômios sobre um corpo K 
Teorema 8: (Fórmula da Interpolação de Lagrange) Seja K um corpo. Se al , a2 , 
	
, an e K são elementos distintos dois a dois e se b 1 , b2 , 	 , bn e K (n > 1), então 
existe um polinômio f e K[X], de grau n 1, de maneira que f(a l ) = b i , 	 , f(a n) = bn . 
Demonstração: 
Para cada i (1 	 i n) consideremos o polinômio 
q i = (X- a l ) ... (X- ao ).( X - 	 ... (X - a n).q(ai) = 0, sempre que j o I, e 	 (A) o O. 
n 	 b_ 	 X-a- 
Então existe (e pertence a K[X1) o polinômio f = E 	 q, - E 13 1 (11 	 I) que 
	
q,(a) 	 1=1 	 a 1 -a1 
satisfaz a tese do teorema. • 
Calculando, por exemplo, f(a l ), teremos f(al ) - 	 +--. 	 n(an) q 1 (a 1 ) 	 q q(a 1 ) =b 1 
Analogamente: f(a2) = b2 , 	 , f(an) = bn . 
O polinômio assim construido é chamado fórmula de interpolação de Lagrange. 
Exemplo: Consideremos o corpo Z5 = {0, 1,2,3,4 } . Achemos o Polinômio 
f e Z5 [X] tal que f(5) = T, f(T) = 2- e f(2) = f, dado pela fórmula de Lagrange. 
q1 = (X - T).(X - 2) 	 q 1 (5) = 2- 
q2 = (X - 5).(X - 2) 	 q2(T) = -T=  
q3 = (X - 5).(X - T) 	 g3(2) = 
Logo f = -. (X- I).(X -2) + .(X - 5).(X 	 + 	 (X- -(5).(X - T) = 
2- 	 4 	 2 
Máximo Divisor Comum  
Definição 6: Seja K um corpo. Dados f, g e K[X], um polinômio d E K[X] se diz 
máximo divisor comum de f e g se e somente se: 
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(i)dIfedige 
(ii) V d 1 e K[X], d1 If  e d l I g 	 d l Id 
Exemplo: Seja f = (x - 1).(x - 2) 2.(x - 3) e g = (x - 2).(x - 3).(x - 4), então 
h = (x - 2).(x - 3) = m.d.c (f,g) 
Proposição 14: Sejam K um corpo, f, g e K[X] e d e K[X] um máximo divisor 
comum de f e g. Um elemento cl' e K[X] será também um máximo divisor comum de f 
e g se, e somente se, existe k e K*( conjunto dos polinômios constantes) tal que 
= k.d. 
Demonstração: 
(— ) Temos, por hipótese, que d' = k.d. 
(i) d 
 If 	 q e K[X] tal que f = d.q. Como então f = (k.d) (-1   .q) = d •(-1 .q), temos 
que d' I f. De maneira análoga se prova que d' I g. 
(ii) (d, 
 If é dl I g) = dl I d 	 dl I Icd. Assim, d' é um MDC de f e g. 
( 	 ) Se d. é máximo divisor comum de f e g, então d' I f cr I g. Logo d' I d. 
Como d é também MDC de f e g, tem-se que d 
 J  d'. Agora: 
d' I d 	 q l e K[X] tal que d = d'.q i 
d I d' 	 q2 e K[X] tal que d' = d.q2 
Logo d = d.(q 1 .q2). 0 caso d = O só ocorre quando f = g = O e então d = 0 e 
qualquer k e K satisfaz a igualdade d' = k.d. Se d 0, então q l .q2 = 1 e portanto q i , 
q2 e K. Fazendo q2 = k teremos d' = k.d. • 
Proposição 15: Seja K um corpo. Então, dados f, g e K[X], existem h 1 , 
h2 e K[X] de maneira que o polinômio d = f.h 1 + g.h2 é um máximo divisor comum de 
f e g. 
Demonstração: 
Consideremos o ideal I = <f, g> = ft mi g-m2 I ml , m2 G K[X]}. Como todo ideal 
em K[X] é principal ( K é um corpo), existe d e I de maneira que I = <d >. Mostremos 
que d é máximo divisor comum de f e g. 
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(i)f=f. 1 +g. 0 =f I=<d> 	 q EK[X]talquef=d.q, —dif. 
Analogamente mostra-se que d I g. 
(ii) d E I 	 h 1 , h2 e K[X] de modo que d = f. + g.h2 . Se d' e K[X] divide f e 
divide g, a última igualdade nos garante que d' I d. Logo, d é um MDC de f e g. • 
OBS.: Essa representação é conhecida como identidade de Bezout com relação 
aos polinômios f e g em K[X], e é semelhante ao que acontece no caso de máximo 
divisor comum de números inteiros. 
As proposições 14 e 15 nos dizem que dois elementos f, g e K[X] têm tantos 
máximos divisores comuns quantos são os elementos de K. (conjunto dos Polinômios 
constantes). É possível, levando em conta a proposição 14, obter-se a unicidade do 
máximo divisor comum. Basta acrescentar à  definição mais um item : d é unitário. 
Polinômios primos entre si  
Dados um corpo K e f, g e K[X], dizemos que esses polinômios são primos entre 
si se a unidade de K é um máximo divisor comum de f e g. Neste caso, o subconjunto 
dos elementos de K[X] que satisfazem as condições (i) e (ii) da definição de MDC é K. , 
ou seja, o conjunto dos polinômios constantes. 
Exemplos: 
1) Se fé um polinômio constante não nulo e g é um polinômio não nulo qualquer 
de K[X], então f e g são primos entre si. 
2) f = X + X2 e g = 2 + X + X2 e IR[X] são primos entre si, pois se p E IR[Xl e se 
p if e pi g, então p I (g - f), isto é p 2. Logo f e g só admitem divisores comuns 
constantes. 
M.D.C. (Aldoritmo) 
Seja K um corpo e consideremos f, g e K[X] não nulos. Suponhamos 8(f) 3 (g).  
Vejamos agora uma maneira prática, pelo menos nos casos em que K é um subcorpo 
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de C, para determinar um máximo divisor comum de f e g. 
Apliquemos sucessivamente o algoritmo de euclides da seguinte maneira: 
f =g . q + r (r = 0 ou a(r) < 0 (g))  
g = r.q, + r1 (r 1 = 0 ou 8 (r 1 ) < 0 (r))  
r = r 1 .q2 + r2 (r2 = 0 ou 8 (r2) < 0 (r 1 )) 
= r2 .q3 + r3 (r3 = 0 ou 0 (r3) < 0 (r2)), etc. 
Como não podemos ter r* 0, r i * 0, r2 * 0, r3 * 0, ... pois isto acarretaria 
a (g) > a (r) > 0(r1 )> 3(r2)> 	 0 (seqüência infinita) o que é impossível, então existe 
um resto rn dessa seqüência que é nulo e de maneira que os anteriores r, 	 , 
não são nulos. Afirmamos que Go é um máximo divisor comum de f e g. 
De fato, temos: 	 f = g.q + r 	 (a(r) <8(g)) 	 (I) 
g = r.q 1 + r1 	 ( 0 (r1) < a(r)) 
	 (II) 
rn _3 
 = r241-1 ±  r 1 (8(r 1 )  < 8 ( - )) 	 (Ill) 
rn_2 = r 4 .q 	 (IV) 
De (Ill) e (IV) temos que rn_, I 1n_2 e rn_ i I rn _3. Assim sucessivamente chegamos 
que rn ..1 g e rn., 
 If.  Por outro lado, de (I) temos que todo divisor de f e g divide r. Se 
divide g e r divide também ri . Nessa ordem de idéias chegaremos a que esse polinômio 
divide também 
Exemplo: Em IR[X] achemos o máximo divisor comum unitário de 
f = 1 + 2.X + X2 + X3 +X4 e g = 1 + X + X2 + X3 . 
f = g.X + (X +1) 
g = (X + 1 ). (X2 + 1) + 
Logo d=X+1 éo m.d.c. procurado. 
Polinômios Irredutíveis  
Definição 7: Seja K um corpo. Dizemos que um polinômio p e KV} é irredutível  
em K[X] ou irredutível sobre K se 
(i) p K (ou seja, p não é polinômio constante); 
(ii) Dado f e K[X], se f p, então ou f e K* ou existe c e K tal que f = c.p. 
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Um polinômio g e K[X], não constante e não irredutível, chama-se redutível ou 
composto. 
Exemplos: 
1) 0 polinômio f = 1 -X3 E IR[X] é redutível.  
De fato, além de não ser um Polinômio constante, o Polinômio g = 1 - X é divisor 
de f, pois 1 - X3 = (1 - X).(1 + X + X 2), e g não é um Polinômio constante e nem pode 
ser decomposto da maneira g = c.(1 - X3), com c e IR* . 
2) 0 polinômio p = 1 + X2 e K[X] é irredutível sobre IR. 
p não é um polinômio constante. Por outro lado, se f p, então existe g e K[X] 
de maneira que p = f.g. Como a (p) = 2, há três alternativas, em principio, quanto aos 
graus de f e g: = a (g) = 1, am = 2 e a(g) = 0 e = 0 e a(g) = 2. Mostraremos 
que a primeira deve ser descartada, restando as duas últimas que correspondem 
exatamente á conclusão a que devemos chegar quanto à parte (ii) da definição.  
Vejamos pois que não é possível a (f) = a(g) = 1. 
Supondo f = a.X + b e g = c.X + d (a, c * 0), então 
1 a.c = 1 
f.g = (a.X + b)(c.X + d) -, a.d + b.c =0 
b.d = 1 
Multiplicando a segunda dessas igualdades por c e substituindo ac por 1 temos 
d + b.c2 = 
Multiplicando esta última relação por d e substituindo bd por 1: 
d2 + c2 = 
Absurdo pois c * O. Nos casos restantes, 
- se a (f) = 2 e a (g) = 0, então g = k e lR e f = —1 p 
k 
- se am = 0, então f = c e 1‹. 
3) Todo polinômio de grau 1 é irredutível.  
Seja f = a.X + b e K[X] um polinômio de grau 1. Então a* 0 e portanto f K. 
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Por outro lado, se g I f, existe h E K[X] de modo que f = g.h. Dai 1 = 3 (g) 3(h).  
Portanto 3 (g) = O g = c E K. ou 3(h) =0 —h=k E K. e portanto g =  1 . f. 
Proposição 16: Seja K um corpo. Se p, f, g e K[X], p é irredutível, e p I f.g, então 
p Jf ou p I g. 
Demonstração: 
Suponhamos que p não divide f. Neste caso, p e f são primos entre si pois, . 
pelo fato de p ser irredutível, se k 
 I  p, ou k = C E K ou k = c.p, com c E K. Como 
nenhum dos polinômios c.p (c e K.) divide f (já que, por hipótese, p não divide f), 
concluímos que os divisores comuns afep são apenas os polinômios constantes não 
nulos. 
Tomando 1 como máximo divisor comum de f e p, existem hl , h2 e K[X] de 
maneira que 1 = f. + p.h2 (identidade de Bezout). Multiplicando por g esta igualdade, 
temos g = (f.g).h, p.(g.h2). Como p 
 I  (f.g) e p  I p, então p I g. • 
Corolário: Se p e K[X] é irredutível e p 	 .fn , onde cada fi e K[X] e 
n > 1, então p divide um dos fi . 
Ftoracão Única 
Do teorema fundamental da aritmética temos que "todo número natural n > 2 
pode ser expresso como um produto de números primos positivos determinados de 
modo único, a menos de uma permutação". Para todo anel de polinômios sobre um 
corpo K vale um resultado parecido. Veremos isto através do teorema a seguir. 
Teorema 9: Seja K um corpo e f um polinômio não constante de K[X]. Então 
existem polinômios irredutíveis 	 D 	 Pr G K[X] (r 1) de maneira que 
f = 101-P2- —Pr 
Além disso, se f = q 1 .q2 .... .qs , onde ql , q2 , 	 , qs e K[X] (s 1) são também irredutíveis 
sobre K, então r = s e cada polinômio pi é igual ao produto de um polinômio qi por um 
elemento conveniente de K. 
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Demonstração: 
(a) para mostrarmos que f se decompõe num produto de  irredutíveis usaremos 
indução 
Se 0 (f) = 1, fé irredutível. 
Suponhamos a(f) = n > 1 e que o teorema seja verdadeiro, quanto 
decomposição, para todo Polinômio de grau r, com 1 r < n. 
Admitindo f composto, existem g, h e K[X1 de maneira que f = g.h e 0 < 3 (g), 
a(g) < 	 a(h) < 	 Devido à hipótese de indução: 
= 101-P2. 	 -Pt e h = Pt+i .Pt+2. - • Pry onde os p i são irredutíveis, 	 r-t ?_ 1. Logo 
f = 	 P21 	 Pr, nas condições do enunciado. 
(b) Vamos supor f =10 1-P2- 	 -Pr = cl1.c12. 	 .c1s. Como p l é irredutível e 
ID, I  (q l .q2. .qs), então p i divide um dos q i . Supondo que p1 I  q 1 (que também é 
irredutível), então existe c e K tal que q 1 = p l .c ou p l = cl .q i com c1 o inverso de c . 
Voltando à igualdade do  começo e levando em conta a relação que acabamos de obter 
ficamos com (c1 .q1 ).p2. .p, = .qs do que resulta (c l . PO. P3. Pr = C12. C13. Cls-
E, repetindo sucessivamente o raciocínio  desenvolvido acima, até esgotarmos todos 
os fatores qi (e conseqüentemente todos os fatores p i), chegaremos à "unicidade", nos 
termos do enunciado. • 
Raizes Múltiplas 
Seja K um corpo. Se f e K[X} e se u e K, já vimos que vale o seguinte resultado: 
"u é raiz de f (X - u) 
 I  f". Nessas condições, se q l é o quociente na divisão de f por 
(X - u), então f = (X - u).q 1 . 
Se q l (u) *0 dizemos que u é raiz simples de f. 
Se ql (u) = 0, então q 1 também é divisive! por (X - u) e portanto existe q 2 e K[X] 
tal que q l = (X - u).q2 . Assim f = (X - u)2 .q2 . 
Se q2  (u) 0 0 dizemos que u é uma raiz dupla de f. 
Generalizando, se existe urn número natural r 1 de maneira que 
f = (X - uy.q, e q(u) 0 0, dizemos que u é uma raiz de multiplicidade r de f. 
Portanto, uma raiz múltipla de f é uma raiz de f cuja multiplicidade é r> 1. 
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Exemplo: Seja f = x4 .(x + 5) 7 •  f admite as raizes 0 e -5 com multiplicidades 4 e 7, 
respectivamente, e, embora a equação seja do 11 0  grau, seu conjunto solução tem só 
dois elementos. 
2.10 Polinômios sobre corpos algebricamente fechados 
Corpo Aloebricamente Fechado  
Um corpo K é chamado algebricamente fechado se todo polinômio não 
constante f e K[X] admite pelo menos uma raiz em K. 
Exemplos: Pelo T.F.A., temos que o corpo C dos números complexos é 
algebricamente fechado. Já o corpo IR dos números reais não é algebricamente 
fechado. Basta notar que o polinômio f = 1 + X2 e IR[X] não tem nenhuma de suas 
raizes em IR. 
Proposição 17: Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado f e K[X], então 
fé irredutível se, e somente se, am = I. 
Demonstração: 
( =) Sabemos que um polinômio de grau 1 sobre um corpo K é irredutível.  
( Suponhamos f e K[X] um polinômio irredutível. Por hipótese existe u e K 
de maneira que f(u) = O. Assim (X - u) I f, o que significa que existe q e K[X] tal que 
f = (X - u).q. 0 fato de que f é irredutível nos leva a concluir que o polinômio q é 
constante e não nulo, ou seja, q= a e K. Portanto f = a.X - a.u, ou seja, f é um 
polinômio de grau 1. • 
Corolário: Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado um polinômio não 
constante f e K[X], se 3 (f) = n, então existem u l , u2 , 	 , un E K de maneira que 
f= a.(X - u i ).(X - u2). 	 .( X - u n ), sendo a o coeficiente dominante e il l , u2 , 	 , un as 
raizes de f. 
Demonstração: 
Levando em conta o teorema da fatoração única e a proposição acima, 
podemos decompor f do seguinte modo: 
f = 	 + b 1 ).(a2 .X + b2). .(an .X + bn), onde os A são elementos não nulos de 
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b. 
K e os b i e K. Observando que, nessas condições, a,.X + b i = agX + 
a i 
i = 1, 2, ... , n, então 
	
( *)f = 	 an-(X + —1 MX I- 
a2 	 an 
	
Como at a2 . 	 .an = a é o coeficiente dominante do segundo membro na 
igualdade acima, então a é o coeficiente dominante de f. Por outro lado, se u é uma 
b i 
raiz de f, então u anula um dos fatores a i .X + b, e portanto u = - —. E como cada um dos 
a i 
b i 
elementos - é raiz de f, devido a decomposição ( * ), então o coroldrio está 
a. 
provado. • 
OBS.: Levando em conta a possível existência de raizes múltiplas de f em K o 
teorema da fatoração única pode ser enunciado, nos casos em consideração, assim: 
" Todo polinômio não constante f, sobre um corpo K algebricamente fechado, pode ser 
decomposto, de uma única maneira ( salvo permutações dos fatores ), da seguinte 
forma: f = a.(X - u l )kl .(X - u2) k2. .(X - U r), onde u 1 * u ,  sempre que i * j, (i, j = 1, 2, 
,r), os k1  são números naturais não nulos e k 1 + k2 + + k,. = am". 
Relação  entre coeficientes e raizes 
Consideremos um corpo algebricamente fechado K e f = ao + al .X + + 
um polinômio de K[X] de grau n. 
Se ul , u2 , 	 , un e K são as raizes de f, então este polinômio pode ser 
decomposto da seguinte maneira: f = a n .(X - u l ).(X - u2). .(X - Lin). Desenvolvendo o 
produto do segundo membro da equação e levando em conta a condição de igualdade 
de dois polinômios, obtemos: 
an_l = - an.(u, + u2 + 	 + un ) 
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an-2 = an.(u 1 .u2 + u 1 .u3 + 	 + u -n) 
e de uma maneira geral, observando que o coeficiente de Xn* (1 sk sn) é a soma dos 
produtos ( 	 .u ik estendida a todas combinações possíveis  i 1 , i2. •-• i k dos 
indices 1, 2, ... ,.n, temos a n_k = ( -1) k . a n E 	 .uk,. 
Em particular ao = a„.( -1)".u 1 .u2 . 	 .un . 
Se adotarmos as notações 
0 1 = 	 u2+ +u  
Ok UilUI2.ik 
a n -= 11 1 .U2 . 	 Ai n 
teremos 
- 1)k. Gk e portanto 
an 
f = an.[xn _ 1.xn-1 	 ) k. a k.xn-k 	 ( _ 1 )fl . on] 
Exemplos: 
1) Polinômios de grau 2 (f = a.X2 + b.X + c e 	 K algebricamente fechado). 
Se u1 e u2 indicam as raízes de f em K, então 
c 
a = U1 + u2 = -- e 0 2 = u 1 .u2 = = 
a 	 a 
Assim, f = a.(X2 - a l .X + 0 2) 
2) Polinômios de grau 3 (f = a.X3 + b.X2 + c.X d). 
Indicando por u 1 , u2 e u3 as raizes de f (todas em K), temos 
al = 	 u2 .4". U3 = —
a 
0 2 = Ui .U2 + 1.12. U3 + 1.1 1 .U3 = —
c 
a 




AVALIAÇÃO CRÍTICA DE ALGUNS LIVROS DIDÁTICOS 
Neste capitulo, apresentamos uma breve avaliação critica de alguns livros 
didáticos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, em relação ao estudo de Algebra 
e, mais especificamente, linguagem algébrica e Polinômios. Esta avaliação foi 
baseada na Proposta Curricular de Santa Catarina e no Programa Nacional de 
Avaliação do Livro Didático, além de outros textos sobre o ensino da Algebra. Foram 
analisadas 6 coleções do Ensino Fundamental (livros de 5a a 8a série), sendo que os 
da 7a série foram os mais explorados, e 5 livros do Ensino Médio. 
Citaremos aqui os resultados de cada livro, fazendo um resumo de como cada 
livro trata da assunto em relação aos seguintes aspectos: relação entre os 
conheciMentos novos e os já conhecidos, utilização adequada de diferentes 
representações matemáticas, articulação entre os conteúdos de Aritmética e 
Geometria, articulação dos conhecimentos da área com os de outras áreas, presença 
de aspectos históricos no desenvolvimento dos conteúdos, desenvolvimento da 
argumentação e de atitudes criticas, contribuição para a compreensão do conteúdo e 
atividades propostas. 
3,1 Livros do Ensino Fudamental 
1 Matemática - Luiz Márcio Imenes e Marcelo Lellis.  
A linguagem matemática, que permite generalizações e estabelece relações 
entre grandezas, é introduzida na 5a série quando se ensina expressões numéricas 
através de problemas. Na 6a série é mostrada a importância do uso de letras em 
41 
fórmulas, como por exemplo, na fórmula da area do retângulo, e para achar números 
desconhecidos e resolver problemas. Monta-se então equações do 1 0  grau e resolve-se 
as mesmas. No volume da 7a série, num capitulo chamado "Cálculo algébrico", os 
autores dizem o que é Algebra e mostram a diferença entre variável e incógnita. Falam 
ainda de Expressões Algébricas e dos Polinômios. Num capitulo posterior é retomado 
o assunto de equações, e se estudam equações com coe ficientes fracionários e 
sistemas de equações. No volume da 8a série estuda-se equações do 2° grau e 
sistemas de equações. A idéia de se substituir letras por números é introduzida na 5a 
série e relembrada sempre que se fala em algum assunto de Algebra. As equações 
são introduzidas na 6a série e depois são retomadas tanto na 7 a quanto na 8a série. 
0 assunto de Equações Algébricas e Polinômios esta bem relacionado a 
Aritmética e a Geometria, já que os autores usam situações dessas duas areas para 
trabalhar as Expressões Algébricas. 
O Polinômio não é diretamente definido. Mostra-se exemplos de  Expressões 
Algébricas que são monômios ou binômios ou trinômios ou polinômios e diz-se que 
todas elas são polinômios. Depois é dada uma fração algébrica e diz-se que não é um 
polinômio. 
A característica mais marcante desse livro é a utilização de situações-problema 
para ensinar o conteúdo desejado. Na parte de Algebra do volume da 7a série, os 
problemas se apresentam em diferentes situações, envolvendo assuntos da 
Matemática como perímetro, volume, area, múltiplos, frações e outros, todos eles já 
estudados pelos alunos. Aborda-se também assuntos de outras areas, como peso, 
temperatura, venda, aparelhos de medida e outros. Explora-se ainda noções de 
grandezas e unidades de medidas. 
A Aritmética é bem trabalhada e explorada. Nos problemas sugeridos usam-se 
assuntos como frações,  operações inversas e múltiplos. 
Em cada capitulo há um  espaço chamado "conversando sobre o texto", onde 
são feitos alguns questionamentos em que os alunos, geralmente, precisam explicar 
suas respostas, o que estimula a construção progressiva de uma linguagem 
matemática  significativa, além de desenvolver a  argumentação e as atitudes criticas. 
Utiliza-se diferentes modos de representação que são adequados, ou seja, 
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muitos problemas são representados de forma verbal, algébrica e geométrica, e essas 
representações estão bem relacionadas umas com as outras. 
A abordagem dos aspectos históricos é feita através de um exercício, com um 
pequeno texto histórico e três perguntas sobre esse texto. 
0 livro possui um dicionário ilustrado que tem o objetivo de explicar os conceitos 
num nível adequado ao aluno. Assim, durante as explicações aparecem ilustrações 
com uma pergunta sobre alguma definição matemática e, então, aconselha-se o aluno 
a procurar no dicionário. Além disso, existe um bloco de folhas especiais que auxiliam 
no ensino de determinados assuntos, fazendo com que o aluno "acredite" naquelas 
propriedades que esta aprendendo. 
Quanto aos exercícios, esses são bem diferentes dos exercícios contidos nos 
outros livros analisados, até porque a abordagem do conteúdo também é feita de 
maneira diferente. Os exercícios são bem elaborados e estão adequados ao conteúdo 
ensinado. Trabalha-se bastante situações do dia a dia e assuntos de outras areas. 
Além disso, há exercícios de adivinhação, o que aumenta o interesse dos alunos e há 
também exercícios de generalização. Listaremos a seguir os principais tipos de 
exercícios. 
1) Identificar quais Expressões Algébricas são isoladas (isto 6, não estão ligadas a 
equações ou fórmulas). 
2) Dada uma seqüência de números quadrados, dar os próximos três números da 
seqüência. 
3) Escrever a Expressão Algébrica que corresponde a cada frase dada. 
4) Dados uma caixa sem tampa e o desenho dessa caixa aberta com suas dimensões, 
determinar a área da caixa. 
5) Escrever a fórmula do perímetro de um retângulo que possui o lado maior igual ao 
dobro do menor mais três. Calcular o perímetro desse retângulo dada a medida do lado 
menor e depois, calcular o lado maior dado o perímetro desse retângulo. 
6) Dadas várias situações, trabalhar com fórmulas e calcular o valor numérico de 
Expressões Algébricas. 
7) Dadas várias Expressões Algébricas e suas "traduções", associar cada expressão 
â sua "tradução". 
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8) Explicar, com as próprias palavras, do que tratam a Aritmética, a Geometria e a 
Algebra. 
9) Explicar, com as próprias palavras, a diferença entre equação e expressão algébrica 
e dar exemplos. 
10) Dado um pequeno texto histórico, responder três perguntas relacionadas a esse 
texto. 
11) Dadas algumas situações do dia a dia, deduzir fórmulas que representem essas 
situações. 
12) Realizar cálculos envolvendo Expressões Algébricas. 
13) Dado um quadrado formado por dois quadrados e dois retângulos, cujos lados são 
representados por monômios, expressar a área desse quadrado, 
14) Dado um retângulo e aumentando-se as dimensões do mesmo, representar cada 
lado, o perímetro e a área do novo retângulo, 
15) Dado um quadrado formado por dois quadrados e dois retângulos e a área do 
quadrado maior representada por um Polinômio, achar as dimensões de cada figura. 
16) Simplificar fórmulas. 
17) Dados dois retângulos desenhados um dentro do outro, calcular a área da 
diferença entre eles. (alguns lados dos retângulos são expressos por monômios). 
18) Dada uma escultura formada por um  paralelepípedo e por um cubo, expressar a 
fórmula do volume dessa escultura. 
19) Supondo que a escultura dada no exercício anterior seja pintada, deduzir a fórmula 
da área a ser pintada. 
20) Resolver um exercício  sobre juros que já foi feito para grandezas expressas por 
letras (generalizado). 
2) Matemática e Vida - José Luiz Tavares Laureano, Olímpio Rudinin Vissoto Leite e  
Vincenzo Bongiovanni.  
A Algebra é estudada pela primeira vez na 6' série, num capitulo chamado 
"Descobrindo mentalmente raizes de equações", onde se introduz a idéia de se 
substituir palavras por  símbolos matemáticos. Depois, estuda-se como descobrir 
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mentalmente soluções de equações, inequações e sistemas de equações do 1° grau 
no conjunto dos racionais. Num capitulo mais adiante, então, se resolvem essas 
equações, inequações e os sistemas de equações, da maneira tradicional. 
Na 7a série, resolve-se equações do 1° grau em IR. Mais adiante, fala-se da 
Algebra, onde é citado que o uso da letra facilita a comunicação matemática já que "as 
letras permitem que se expressem idéias gerais mais sucintamente, além de uma 
comunicação mais universal dessas idéias". Depois, é dada a Afinição das 
Expressões Algébricas como "expressões que envolvem letras ou números e letras". 
No próximo capitulo, é definido monômio. Para isto, os autores mostram algumas 
figuras geométricas e sólidos cujas dimensões são dadas por letras e números e então 
pergunta qual a área e o volume dessas figuras geométricas e desses sólidos, 
respectivamente. As áreas e volumes são expressos, assim, por Expressões 
Algébricas. Em seguida eles fazem a seguinte  afirmação: "Se os números e as letras 
de uma Expressão Algébrica estão submetidos apenas a multiplicações e se os 
expoentes das letras são números naturais, a expressão é chamada de monômio". 
Depois de citar algumas operações envolvendo monômios, os autores definem 
Polinômio. Eles usam figuras e sólidos novamente, mas agora eles têm dimensões tais 
que suas áreas e volumes são Polinômios. Então os autores citam que "um Polinômio 
é formado por monômios ou pela soma de monômios". E, no final do livro, resolve-se 
inequações e sistemas de equações do 1° grau em IR. No volume da 8a série, ensina-
se as equações, inequações e sistemas de equações do 2° grau. 
Observamos que o mesmo assunto é estudado várias vezes, com enfoques 
diferentes. Outros assuntos da Matemática são abordados no estudo da Algebra. Já 
os assuntos de outras áreas são pouco abordados. Estimula-se a utilização do cálculo 
mental e do raciocínio lógico, do uso de algoritmo e do uso de calculadora para 
resolver alguns exercícios. Quanto às representações matemáticas, utiliza-se a 
linguagem verbal (no cálculo mental), a representação algébrica e a representação 
geométrica. Os aspectos históricos são abordados no inicio da maioria dos capítulos. 
Há uma preocupação em não usar somente o método tradicional, propondo assim a 
priorização da compreensão, a utilização de diversas técnicas, integração de temas da 
matemática e o uso de calculadoras e computadores. 
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Os exercícios em sua maioria são tradicionais, mas existem alguns diferentes. 
Citaremos esses exercícios a seguir. 
1) Dadas duas figuras geométricas diferentes, com dimensões expressas por 
Polinômios e sabendo que o perímetro dessas figuras são iguais, achara valor de cada 
lado de cada uma dessas figuras. 
2) Dados dois sólidos e uma relação entre seus volumes, achara valor da altura de um 
sólido, sendo que algumas dimensões são dadas por Polinômios e outras por números. 
3) Descobrir a medida de um Angulo, sabendo que ela é igual a: 
a) â medida do complemento desse Angulo 
b) ao dobro da medida do complemento desse ângulo 
c) à medida do suplemento desse ângulo. 
4) Representar por meio de uma Expressão Algébrica a área das polígonos dados. 
5) Dada uma certa situação do dia a dia, representar esta situação por meio de uma 
Expressão Algébrica. 
3) Matemática Atual - Antonio José Lopes Bigode  
As representações matemáticas são introduzidas no volume da 6a série num 
capitulo chamado "Manipulação de quantidades desconhecidas". Para isso é utilizado 
o principio de funcionamento da balança. Depois se faz um estudo de equações e 
problemas. No volume da 7a série, mostra-se o uso das letras na linguagem 
matemática e mostra-se vários exemplos do uso de números, letras e sinais de 
operação para expressar operações e relações. Em seguida, comenta-se que aquelas 
expressões simbólicas que são dadas como exemplos são as Expressões Algébricas. 
Num capitulo posterior, ele explica operações algébricas, potenciação e suas 
propriedades e então define Polinômio da seguinte forma: "6 comum atribuir nomes 
diferentes às Expressões Algébricas, de acordo com o número de parcelas que as 
compõem: monômio - 1 parcela, binômio -2 parcelas, trinômio -3 parcelas e polinômio 
- 
acima de 4 parcelas". Nessa definição, percebemos um pequeno descuido, já que 
essa maneira de definir sugere que os monômios, binômios e trinômios não são 
polinômios. 
Num capitulo mais adiante fala-se de sistema de equações do 1° grau. Depois 
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há um capitulo chamado " A Algebra do taxista", através do qual ensina-se Algebra com 
a utilização de uma situação bem presente na vida do aluno. No volume da 8a série 
fala-se de fatoração e cálculo algébrico e equações do 2° grau e, no último capitulo, 
de funções. 
Os conteúdos são apresentados em pequenos textos seguidos de vários 
exercícios e curiosidades. Textos históricos aparecem muitas vezes no meio das 
explicações. Além disso há espaços reservados para demonstrações que servem de 
incentivo à prática de demonstrar, além de mostrar ao aluno de onde surgiu o conteúdo 
que está estudando. 
A relação com a Geometria acontece no ensino de produtos notáveis. Já a 
relação com outras áreas como  Física, Geografia e Conhecimentos Gerais é bastante 
notável no desenvolver dos conteúdos. 
Outras representações são bastante exploradas como a linguagem verbal, o 
uso de máquinas, tabelas, diagramas, além de situações do dia a dia para expressar 
operações e relações matemáticas. Nota-se também uma grande contribuição para a 
compreensão e visualização dos conceitos ensinados. 
Existem ainda muitas atividades que estimulam o aluno a elaborar problemas e 
expressar oralmente situações matemáticas e estratégias de resolução de problemas, 
além de exercícios de adivinhações. Aparecem alguns exercícios diferentes dos 
tradicionais como: 
1) Inventar enunciados de problemas que tenham como equação várias equações 
dadas, e resolver esses problemas. 
2) Inventar uma série de comandos que levem o aluno a adivinhar um número pensado 
por um colega. 
3) Expressar simbolicamente o equilíbrio da balança. 
4) Determinar os termos desconhecidos em várias seqüências e explicar como funciona 
cada seqüência. 
5)Fazer algumas multiplicações de "cabeça". 
6) Representar por meio de uma Expressão Algébrica a área dos polígonos dados. 
4) A Conquista da Matemática - Benedito Castrucci, José Ruv Giovanni, José Ruv 
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Giovanni Jr.  
No volume da 6a série fala-se das igualdades nas sentenças matemáticas e dos 
princípios de equivalência. Depois define-se equação como "toda sentença matemática 
expressa por uma igualdade na qual existe uma ou mais letras que representam 
números desconhecidos dessa sentença". Fala-se ainda de equações equivalentes 
(usando o principio fundamental da balança). Depois resolve-se  equações, problemas 
envolvendo equações e sistemas de equações e inequações. 
No volume da 7a série mostra-se, inicialmente, a idéia de usar letras para 
representar números. Em seguida os autores colocam várias figuras com dimensões 
representadas por letras e questionam o aluno sobre a área dessas figuras. Definem 
então Expressão Algébrica ou literal como "uma expressão matemática que apresenta 
números e letras, ou somente letras". Citam que "essas letras que, normalmente 
representam números reais, são chamadas variáveis". No proximo capitulo, também 
com o auxilio das figuras geométricas, é definido monômio ou termo algébrico como 
"toda expressão algébrica inteira representada apenas por um número ou apenas por 
uma variável ou por uma multiplicação de números e variáveis". E definem Polinômio 
como "qualquer adição de monômios". Mais adiante é feito um estudo das frações 
algébricas e retoma-se então as equações do 1° grau e sistemas de equações do 1° 
grau. No volume da 8a série estuda-se equações do 2° grau e funções polinomiais do 
1° e 2° graus. Antes disso é dada uma noção de função através de situações-problema 
onde uma grandeza está em função da outra. 
No inicio de cada capitulo há uma motivação para o estudo do conteúdo através 
de pequenos textos históricos sobre o conteúdo a ser estudado. Cada capitulo é 
dividido em vários tópicos, sendo que cada tópico é explicado de maneira bem 
detalhada, com exemplos e seguido de exercícios. 
A Geometria e a Aritmética são bastante exploradas ao longo de todo o estudo 
da Algebra. Assuntos de outras áreas também são envolvidos nas explicações e 
atividades. Ao final de cada capitulo há uma seção chamada "Jornais e Revistas" onde 
se abrange assuntos de outras áreas e de situações do dia a dia, relacionando-os com 
o assunto que foi ensinado naquele capitulo. Essa seção é composta de um texto bem 
ilustrado seguido de algumas perguntas sobre o mesmo. 
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Apesar disso há muita valorização da manipulação de símbolos, geralmente sem 
muito significado para o aluno. A parte algébrica é bem extensa, mas a utilização da 
letra para representar números não é muito enfatizada. 
Quanto aos exercícios, a maioria são tradicionais. Citaremos a seguir os que são 
diferentes. 
1) Dados um quadrado de área a 2 e um retângulo de área 2.a2 , representar, através de 
monômios, a área de figuras diferentes das tradicionais formadas por vários daqueles 
quadrados e retângulos 
2) Usar uma Expressão Algébrica para responder a cada uma das perguntas abaixo: 
a) Quantos dias há em um período de x semanas mais 2 dias? 
b) Quantos meses há em um período de y anos mais 5 meses? 
3) Dadas duas circunferências de raios representados por monômios, expressar a 
distância entre os centros dessas circunferências. 
4) Representar por meio de uma Expressão Algébrica a área dos polígonos dados. 
5) Representar por meio de uma Expressão Algébrica o volume dos sólidos dados. 
6) Dada uma certa situação do dia a dia, representar esta situação por meio de uma 
Expressão Algébrica. 
7) Representar por meio de uma Expressão Algébrica o perímetro de polígonos dados. 
5) Matemática - Uma aventura do pensamento - Oscar Guelli  
Este livro é muito rico em textos históricos. Em cada capitulo há três seções ("A 
vida e a matemática", "0 ábaco - um jornal a serviço da Matemática" e "A vida e os 
matemáticos") compostas de relatos históricos relacionados com o conteúdo daquele 
determinado capitulo. 
No volume da 6a série a Algebra é estudada em três capítulos referentes a 
equações, sistemas de equações e inequações, respectivamente. No primeiro desses 
capítulos é mostrada a passagem da linguagem numérica para a linguagem algébrica 
através de um pequeno texto histórico que cita a dificuldade que se tinha em 
representar alguns problemas antigamente e a facilidade que se tem hoje, com o 
auxilio da equação. Em seguida é citado o seguinte exemplo: "quando escrevemos uma 
Expressão Algébrica, por exemplo, x - 1, podemos imaginar uma frase que seja 
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representada por essa expressão: Pedro tem um livro a menos que Carol. Se x 
representa o número de livros que Carol possui, x - 1 representa a quantidade de livros  
de Pedro. Podemos pensar numa outra interpretação: se x representa um número 
inteiro, x - 1 representa o antecessor desse número". Mais adiante fala-se então das 
sentenças abertas: "A oração y é um rio do Brasil não pode ser classificada nem como 
verdadeira nem com falsa. Quando substitufmos y por Amazonas obtemos uma 
sentença ou proposição verdadeira. Se substituirmos y por Nilo obteremos uma 
sentença ou proposição falsa. Não podemos afirmar que uma oração com alguma 
variável seja verdadeira ou falsa enquanto não substituirmos a variável por algum 
elemento do seu domínio. As orações que contêm uma ou mais variáveis chamam-se 
sentenças abertas ou proposições abertas". E então define-se equação como qualquer 
sentença aberta expressa por uma igualdade. 
0 volume da 7a série trata de Expressões Algébricas e Polinômios no mesmo 
capitulo. Ele explica o que é variável e define Expressão Algébrica como "qualquer 
expressão numérica ou expressão com variáveis". Depois ele define monômio como 
"um termo que pode ser: um número, uma variável ou o produto de um número por uma 
ou mais variáveis". E Polinômio como "uma soma de monômios". Depois trabalha-se 
as equações, inequações e sistemas de equações. 
No volume da 8a série trabalha-se equações do 2° grau e ainda funções 
polinomiais do 10 e 2° graus. 
Há uma grande preocupação em dar o verdadeiro significado dos conteúdos e 
relacioná-los com o dia a dia. A idéia da linguagem algébrica também é explicada com 
bastante cuidado. Para o estudo de Polinômios utiliza-se bastante Geometria. A 
relação entre os assuntos de outras áreas com o conteúdo estudado é feita numa 
seção no final do livro chamada "A Matemática ligada à vida e ao trabalho" que é 
formada por um texto e algumas perguntas sobre esse texto. A maioria dos exercícios 
são tradicionais, com exceção dos seguintes: 
1) Dados dois segmentos com medidas expressas por monômios, escrever o monômio 
que representa a medida do segmento que é a diferença entre os segmentos dados. 
2) Representar por meio de uma Expressão Algébrica a área dos polígonos dados. 
3) Representar por meio de uma Expressão Algébrica o volume dos sólidos dados. 
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4) Representar por meio de uma Expressão Algébrica o perímetro dos polígonos dados. 
6) Matemática e Realidade - Antonio Machado, Gelson lezzi, Osvaldo Dolce  
No volume da 6a série o estudo da Algebra se inicia no capitulo sobre equações. 
Sao dadas algumas frases com o sujeito (de quem se afirma algo) e o predicado (o que 
se afirma do sujeito) indicados. Algumas das orações envolvem situações matemáticas, 
algumas verdadeiras e outras falsas, como por exemplo: "dois mais cinco é igual a 
sete" e "cinco é maior que o quadrado de três". Em seguida diz-se que " em 
Matemática, sentença ou proposição é uma oração declarativa (com sujeito e 
predicado) que é verdadeira ou falsa, não tendo essas duas qualidades lógicas 
simultaneamente". Depois é definida sentença aberta como aquela que tem alguma 
variável, e equação como uma sentença aberta expressa por uma igualdade. Os 
próximos capítulos tratam então de resolução de problemas, inequações e sistemas de 
equações. 
No volume da 7a série são mostradas algumas expressões que contêm variáveis 
("letras representando números") e diz-se que "essas expressões são estudadas na 
parte da Matemática chamada Algebra e são denominadas Expressõ es Algébricas". 
Depois os autores definem expressões racionais como "aquelas que não têm variável 
em radical" e expressões literais como "aquelas que não têm variável no denominador". 
No próximo capitulo ele define monômio como "uma Expressão Algébrica racional 
inteira que representa um produto de números reais" E define Polinômio como "uma 
Expressão Algébrica racional inteira". 
Mais adiante fala-se de fatoração de Polinômios, mdc e mmc de Polinômios e 
de frações algébricas. Depois trabalha-se equações e inequações do 10 grau e 
sistemas de equações. No volume da 8a série trata-se de equações do 2° grau e 
funções do 1° e 2° graus, além de inequações do 1° e 2° graus. 
O livro não traz referências históricas e não relaciona muito o conteúdo com a 
Geometria e com outras áreas. A relação com a Aritmética e com o dia a dia foram 
notáveis, mas somente no capitulo de equações e resolução de problemas. Apesar 
disso, o conteúdo é explicado de uma maneira bem detalhada e com bastante 
exemplos. Seus exercícios são tradicionais, mas há ao final de cada série de 
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exercícios um exercício especial chamado de "desafio". 
Exercícios tradicionais contidos em todos os livros analisados 
1) Escrever monômios semelhantes aos monômios dados. 
2) Dar a forma reduzida dos Polinômios. 
3) Eliminar os parênteses e reduzir os termos semelhantes de cada Polinômio. 
4) Escrever quais dos Polinômios dados não podem ser reduzidos. 
5) Classificar os Polinômios em monômios, binômios ou trinômios. 
6) Indicar o coeficiente e a parte literal de cada monômio. 
7) Dizer quais dos Polinômios dados são semelhantes e por quê. 
8) Adicionar os monômios semelhantes e representar por meio de uma Expressão 
Algébrica. 
9) Efetuar operações algébricas com Polinômios. 
10) Dizer qual o Polinômio que multiplicado por um determinado Polinômio dá como 
resultado outro determinado Polinômio. 
11) Encontrar dois binômios cujo produto dá um determinado Polinômio. 
12) Identificar quais das Expressões Algébricas dadas são monômios. 
13) De acordo com o grau, escrever os monômios na ordem crescente ou decrescente. 
14) Dada uma Expressão Algébrica, dizer quantos monômios existem nesta expressão. 
Comentário Geral  
Após esse estudo, pudemos observar que, geralmente, o ensino da Algebra se 
inicia na 6a série, através da utilização de letras para representar números. 0 estudo 
de equações e inequações também começa na 6a série e é retomado na 7a série. 
Grande parte dos livros analisados usa o principio de funcionamento da balança para 
ensinar a resolver equações. Há uma grande preocupação em mostrar a importância 
da linguagem algébrica e sua correta utilização. 
Sobre a parte mais conceitual de Polinômios, quase não há 
 exercícios; os 
exercícios são, em sua maioria, sobre Expressões Algébricas. Os exercícios 
envolvendo área e volume de figuras são interessantes pois através deles o aluno pode 
visualizar melhor a construção dos Polinômios e, ao mesmo tempo, revisar esses 
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conteúdos já estudados. Os exercícios do tipo situações-problema também são muito 
interessantes, mas poderiam ser mais diversificados, pois da maneira como estão 
apresentados, a resolução parece tornar-se um pouco mecânica. 
A maioria dos livros analisados traz aspectos históricos, situações do dia a dia 
e atividades que despertam o interesse e a curiosidade do aluno. 
3.2 Livros do Ensino Médio 
A abordagem dos Polinômios é feita de maneira bem semelhante, em todos os 
livros analisados. Todos possuem um capitulo destinado ao estudo de Polinômios e 
outro capitulo destinado ao ensino das Equações Polinomiais (algébricas). Em relação 
divisão e às raizes dos Polinômios, existem vários resultados e teoremas que são 
citados na maioria dos livros analisados. Vamos listá-los a seguir, enumerando-os, 
facilitando assim nosso relato, ou seja, durante o relato de cada livro vamos nos referir 
a estes resultados pelo número de cada um. 
(1) 0 resto da divisão de um Polinômio P(x) por (x - a) é R = P(a). (Teorema do Resto). 
(2) P(x) é divisível por (x - a) se e somente se P(a) = 0, ou seja, a é raiz de P. 
(Teorema de D'Alembert) 
(3) P(x) é divisível pelo produto (x - a).(x - b), a *b, se e somente se P(x) é divisível por 
( x - a) e por (x - b). Nesse caso, P(a) = 0 e P(b) = 0, ou seja, a e b são raizes de P(x). 
(4) Todo Polinômio P(x) de grau n pode ser colocado na forma fatorada: 
P(x) = an.(x-a 1 ).(x-a2)...(x-a n), em que an é o coeficiente dominante e a l ,a2,...,a n são 
as raizes de P(x). 
(5) Toda Equação Polinomial de grau n admite exatamente n raizes (reais ou 
complexas). 
(6) Se a - 12 , p e q inteiros primos entre si é uma raiz racional da equação de 
coeficientes inteiros a n.xn+an _ i .x 11-1 +... +a2.x 2 +a, .x+ao =0 ,an * 0 e ao* 0 , então p é 
divisor de ao e q é divisor de an . 
(7) Se um número complexo z= a +13i,  a e IR e 13 IR, é raiz de uma Equação 
Polinomial de coeficientes reais então o conjugado —z = a -  13i também é raiz da 
equação. 
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(8) Toda Equação Polinomial de coeficientes reais de grau impar admite pelo menos 
uma raiz real. 
(9) Se o número complexo z é raiz da equação de multiplicidade r de uma Equação 
Polinomial de coeficientes reias, então o conjugado —z também é raiz de multiplicidade 
r da equação. 
(10) Se P(x) é um Polinômio de coeficientes reais e P(a) e P(b) têm sinais contrários, 
então P(x) tem pelo menos uma raiz real compreendida entre a e b, a e IR e b e IR 
(Teorema de Bolzano) 
(11) 0 número de raizes complexas de uma Equação Polinomial de coeficientes reais 
é sempre par, pois se z é raiz, —z também 6. 
(12) Uma Equação Polinomial de grau impar e coeficientes reais tem um número impar 
de raizes reais. 
Apresentamos em seguida os relatos dos livros analisados. 
1) Matemática na escola do segundo grau - volume 3 - Antonio dos Santos Machado  
No capitulo chamado "Teoria de Polinômios" é definido Polinômio da seguinte 
maneira: "Dado um número natural n e os números complexos a n , an _ 1 , an _2, a2, a l , ao, 
denominamos Função Polinomial ou Polinômio em C à função 
P(x)=an.x n+an-l An-1 +an-2 n-2 .X +... -Fa2.x 2 +atx+ao definida para todo x e C". Define-se 
também valor numérico, raiz, grau, Polinômio identicamente  nulo Polinômios idênticos, 
adição e multiplicação de Polinômios. É dada a seguinte propriedade em relação 
soma dos coeficientes: "A soma dos coeficientes de um Polinômio P(x) é igual a P(1)". 
A divisão é bem trabalhada; depois de definida, são apresentados os teoremas (1) e 
(2). Em seguida são dadas as relações entre os graus do dividendo, divisor, quociente 
e resto. Mostra-se vários métodos de realizar a divisão como o método de Descartes, 
método da chave, além do algoritmo de Briot-Ruffini (no caso de divisão de um 
Polinômio P(x) por um binômio (x - a)) e das divisões sucessivas. Fala-se então da 
divisibilidade através do resultado (3), que está demonstrado. 
Em outro capitulo define-se Equação Polinomial de grau n como a equação 
n-i an .x 	 x +...+a2.x 2 +arx+a0=0 em que o primeiro membro é um Polinômio P(x) 
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de grau n (an 0). Define-se então raiz de uma equação, conjunto solução e equações 
equivalentes. Comenta-se, rapidamente, o Teorema Fundamental da Algebra e chega-
se aos resultados (4) e (5). 
Fala-se de redução do grau de uma equação e define-se raiz de multiplicidade 
r da seguinte forma: " a é raiz de multiplicidade r de P(x) se e somente se 
P(x)=(x-a)r.Q(x) e Q(a)4". Depois fala-se de pesquisa de raizes e demonstra-se o 
teorema (6) para um Polinômio de grau três; diz-se também que o teorema pode ser 
generalizado para grau n. Fala-se ainda das relações de Girard e de raizes complexas 
de equações com coeficientes reais, demonstrando-se o teorema (7) e concluindo-se, 
conseqüentemente, os teoremas (8), (9) e (10). 
Esse livro é bastante completo, e possui muitos exemplos, tratando o conteúdo 
de maneira bem detalhada. Ao final de cada capitulo há uma seção chamada "Série 
quebra-cuca - para quem gosta de desafios" e outra chamada "Seção livre - para 
resolver a qualquer hora e em qualquer lugar". Essas seções são compostas por 
exercícios mais elaborados, geralmente retirados de provas de vestibulares. 
As citações históricas são feitas no rodapé. A maioria dos teoremas são 
demonstrados. A relação com a Geometria e com assuntos de outras áreas não foi 
identificada. 0 livro mostra grande preocupação corn o conteúdo, mas pouca com sua 
aplicação em situações cotidianas. 
2) Matemática no Ensino Médio - volume 3 - Márcio Cintra Goulart  
O Polinômio, nesse livro, é definido da seguinte maneira: "Chamamos Polinômio 
a uma expressão da forma an.x n +aX  n-1' - n-1 +... +a2.x 2 +ai .x+ao ou redutível a esta forma, 
onde n e IN, os números an , an _ 1 , , a2 , al e ao são os coeficientes exé a variável ( x 
pode assumir qualquer valor, real ou complexo)". 
Depois define-se valor numérico do Polinômio, zero ou raiz de um Polinômio, 
grau do Polinômio, Polinômios idênticos, Polinômio idêntico a zero, adição e 
multiplicação de Polinômios, Polinômios opostos, diferença de Polinômios e divisão de 
Polinômios através dos métodos de Descartes e o da chave. Na divisão de um 
Polinômio por um binômio do 10 grau, demonstra-se os teoremas (1) e (2). Quando se 
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ensina a utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini, mostra-se uma fundamentação desse 
algoritmo. 
No capitulo sobre Equações Polinomiais faz-se a  fatoração completa de um 
Polinômio, chegando-se ao resultado (4). Define-se então multiplicidade de uma raiz 
e mostra-se as relações de Girard. Na pesquisa de raizes racionais demonstra-se o 
teorema (6). E, em raizes complexas, demonstra-se o teorema (7). 0 conteúdo nesse 
livro é apresentado de forma mais resumida, há poucos exemplos, nem todos os 
resultados estão mencionados. Porém, todos os teoremas que são mencionados são 
demonstrados. Não há abordagem histórica nem relação com a Geometria e com 
outras áreas. 
Os exercícios são todos tradicionais, ou seja, não há nenhuma aplicação prática, 
nem relação com o dia a dia. 
3) Matemática - volume 3 - Edwaldo Bianchini e Erval Paccola  
O capitulo sobre Polinômios é iniciado com o desenho de um solido. Para 
calcular o volume desse solido, pode-se dividi-lo em quatro prismas, cujas  dimensões 
estão expressas por monômios. Ao calcular o volume de cada prisma, continua-se com 
monômios; porém, ao se somar esses volumes a fim de obter o volume do sólido inicial, 
obtém-se um Polinômio. Indica-se esse Polinômio por V(x) e então define-se Polinômio 
da seguinte maneira: "de um modo geral, dados um número natural n e os números 
reais an , an _ 1 , , a2, al e ao , chama-se função polinomial ou Polinômio na variável x a 
função: P(x) = an.x n±an-tx n-1 +... +a2.x 2 +a1 .x+a0 , definida para todo x real". 
Define-se, em seguida, valor numérico de um Polinômio, grau de um Polinômio, 
Polinômio identicamente nulo, Polinômios idênticos e operações com Polinômios. A 
divisão é estudada através de dois métodos: o método da chave e o método de 
Descartes. Ao se estudar a divisão de Polinômios por  binômios do 1° grau, 6 
demonstrado o teorema (1) e é indicado o teorema (2) como conseqüência do teorema 
(1). 
Há então, um pequeno texto histórico chamado "Túnel do tempo" que fala de 
D'Alembert. Em seguida ensina-se a utilizar o dispositivo prático de Briot-Ruffini. 
0 capitulo sobre Equações Polinomiais é iniciado com um texto histórico que 
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fala sobre a conhecida história de Tartaglia e Cardano. Depois define-se Equação 
Polinomial e raiz de uma Equação Polinomial. Comenta-se o Teorema Fundamental da 
Algebra e chega-se aos resultados (4) e (5). Define-se então multiplicidade de uma 
raiz. 
Quando se fala em raizes complexas, demonstra-se o teorema (7) e apresenta-
se os teoremas (8) e (9) como conseqüências do mesmo. Na pesquisa de raizes 
racionais, o teorema (6) é demonstrado. Finalmente, estuda-se as relações de Girard. 
Esse livro apresenta bastante abordagem histórica, se comparado com os 
outros. Além disso, traz uma visualização da construção de um Polinômio (adição de 
monômios) através do uso da Geometria e a maioria dos teoremas estão 
demonstrados. Porém, não apresenta situações que relacionam o conteúdo estudado 
com a vida prática e seus exercícios são tradicionais. 
4 Matemática para o segundo grau - volume 3 - Nelson Gentil, Carlos Alberto  
Marcondes dos Santos, Antonio Carlos Greco, Sérgio Emilio Greco  
Assim como nos outros livros, o Polinômio é definido da seguinte maneira: 
"Dados os números reais a n, a , , a2 , a i e ao , chamamos de Polinômio na variável 
x toda expressão da forma P(x) = a n
.x n+an - 1 -Xn
-1 +...+a2.x 2 +a 1 .x+a0 , n IN". Depois 
estuda-se grau de Polinômio, Polinômios identicamente nulos, Polinômios idênticos, 
valor de um Polinômio,  adição e subtração de Polinômios, multiplicação de Polinômios 
e divisão de Polinômios através do método de Descartes. 
Depois estuda-se divisão de Polinômios por binômios do 1° grau e os teoremas 
(1), (2) e (3) aparecem com demonstração. Terminando o capitulo, estuda-se o 
dispositivo prático de Briot-Ruffini. 
No capitulo sobre Equações Polinomiais, depois de defini-las, os autores falam 
um pouco sobre o Teorema Fundamental da Algebra. Em seguida citam o resultado (4) 
e falam de raizes múltiplas. Depois, estudando raizes complexas, demonstra-se o 
teorema (7) e cita-se os resultados (11) e (12). Em seguida, estuda-se as relações de 
Girard e demonstra-se o teorema (6). 
Esse livro traz menos teoremas e resultados, porém, aqueles que aparecem são 
demonstrados. 0 livro não faz nenhuma citação histórica nem relaciona o conteúdo 
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com outros assuntos da Matemática ou de outras áreas, mas é bastante rico em 
exercícios (todos tradicionais) e muitos deles estão resolvidos. 
5) Matemática Fundamental - volume único - José Ruv Givanni, José Roberto Boniorno,  
José Ruv Giovanni Jr.  
Por se tratar de volume único, o conteúdo desse livro é bem resumido. Mas há 
bastante exemplos e exercícios. O Polinômio é definido da seguinte maneira: "Toda 
função definida pela relação P(x) = a n.x +an _ i .x +a2.x 2 +ai .x+ao é denominada 
função polinomial ou, simplesmente Polinômio". Depois são definidos valor numérico 
e Polinômios iguais. Resolve-se a divisão pelo método da chave (mas sem citar o nome 
do método) através de dois exemplos. Depois cita-se os teoremas (1) e (2) e chega-se 
no resultado (4). E então estuda-se o dispositivo de Briot-Ruffini. No capitulo sobre 
Equações Polinomiais ou Algébricas essas equações são definidas e depois fala-se do 
Teorema Fundamental da Algebra. Em seguida trata-se da representação de um 
Polinômio na forma fatorada onde cita-se o resultado (5) e define-se multiplicidade de 
uma raiz. 
Depois, fala-se de fatoração de uma Equação Algébrica com raizes complexas 
onde são citados os resultados (7), (8), (9) e (11) e, finalmente, apresenta-se o teorema 
(6). 
Alguns tópicos citados nos outros livros não estão nesse. Demonstrações e 
relações com outros assuntos da matemática e de outras áreas também não aparecem. 
Os aspectos históricos estão contidos no inicio de cada unidade (neste caso 
denominado Algebra e fala-se sobre Euler e Gauss). Há bastante exercícios, todos 
tradicionais. 
Exercícios contidos na maioria dos livros analisados  
1) Identificar  quais expressões são Polinômios. 
2) Calcular o valor numérico de um dado Polinômio para um determinado valor de x. 
3) Verificar se alguns números são raizes de um dado Polinômio. 
4) Dar a condição do grau de um certo Polinômio para que determinado número seja 
raiz desse Polinômio. 
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5) Calcular o valor de um Polinômio para (x - 1), por exemplo. 
6) Calcular a soma dos coeficientes dos Polinômios dados. 
7) Representar os Polinômios dados na forma reduzida. 
8) Dado um Polinômio cujos coeficientes estão expressos por letras, dizer qual deve 
ser o valor dessas letras para que esse Polinômio tenha determinado grau. 
9) Dar o grau de um determinado Polinômio. 
10) Determinar um Polinômio P de grau 1 tal que se verifique as condições P(0) = 3 e 
P(1) = 7. 
11) Calcular Os coeficientes de um dado Polinômio para que ele seja identicamente 
nulo. 
12) Calcular os coeficientes de dois dados Polinômios para que eles sejam idênticos. 
13) Se o Polinômio P(x) = a.x 2 +b.x+c possui mais do que duas raizes distintas, o que 
se pode dizer a respeito dos coe ficientes 
14) Verificar que, se vale a igualdade x 4+m.x 2+n =(p.x 2 +q)2, V x e IR então tem-se que 
m 2 =4.n. 
15) Determinar os valores dos coeficientes para que um dado Polinômio tenha valor 
numérico igual a 1. 
16) Dar, se existir, o valor da constante k de modo que se verifique para todo x uma 
dada equação representada em forma de matriz, onde k é um dos coeficientes da 
equação. 
17) Determinar a relação entre a, be  c para que a.x 2 +b.x+c seja o quadrado de um 
binômio do 1 0 grau. 
18) Dados dois Polinômios P(x) e Q(x), dizer se existe algum valor real x tal que 
P(x) + Q(x) = 0. 
19) Somar e subtrair dois Polinômios dados. 
20) Dado um Polinômio A(x), dizer qual é o Polinômio B(x) tal que A(x) B(x) = 0. 
21) Responder a seguinte pergunta: se os Polinômios C e D têm o mesmo grau, o 
Polinômio (C + D) pode ser nulo? 
22) Dados três Polinômios A(x), B(x) e C(x), obter A.B + C. 
23) Dado um Polinômio P(x), calcular o produto P(x).P(-x). 
24) Dados dois Polinômios não nulos tais que (A + B) e (B - A) sejam também não 
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nulos, classificar várias afirmações relacionadas aos graus da soma, do produto e da 
subtração desses Polinômios, em verdadeira ou falsa. 
25) Determinar m de modo que x 2 + -4. x + m seja um quadrado perfeito. 3 
26) Achar o quociente e o resto da divisão de dois Polinômios dados. 
27) Determinar um dos coeficientes de um Polinômio A(x) para que esse seja  divisível 
por um outro Polinômio B(x). 
28) Deterrninar dois coeficientes de um Polinômio A(x) para que o resto da divisão de 
A(x) por outro Polinômio B(x) seja um determinado valor. 
29) Determinar um dos coeficientes de um Polinômio P(x) para que um número seja 
raiz desse Polinômio. 
30) Mostrar que um dado Polinômio é divisível pelo produto (x - a).(x - b), a e b dois 
números dados. 
31) Realizar uma divisão de dois dados  Polinômios  pelo método da chave, pelo método 
de Descartes e pelo dispositivo prático de Briot-Ruffini. 
32) Formar um Polinômio P(x) cujas raizes são quatro números dados. 
33) Decompor em fatores do 10  grau um Polinômio P(x), sabendo que suas raizes são 
três números dados. 
34) Dizer quais dos números dados são raizes de uma Equação Polinomial dada. 
35) Calcular um coeficiente de uma equação de modo que um número seja raiz dessa 
equação. 
36) Dar o conjunto solução de uma equação. 
37) Ao volume de um cubo adiciona-se o volume de um paralelepípedo  de altura igual 
aresta do cubo e área da base 9 obtendo-se soma 11. Dar a aresta do cubo. 
38) Dados um Polinômio de 30 grau e uma de suas raizes, determinar a soma das 
outras duas raizes. 
39) Determinar a multiplicidade de duas raizes de uma certa Equação Polinomial. 
40) Mostrar que um número é raiz tripla de uma equação. 
41) Determinar coeficientes a, b e c para que um número seja raiz tripla de uma dada 
equação. 
42) Resolver uma dada equação-do 40 grau sabendo que um número é raiz tripla dessa 
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equação. 
43) Dizer quais são as raizes inteiras de uma dada equação. 
44) Provar que nenhuma raiz de uma dada equação é número inteiro. 
45) Dizer qual o menor grau possível de uma dada Equação Polinomial de coeficientes 
reais que admite como raizes cinco números (três reais e dois complexos). 
46) Dada uma equação do 3° grau de raizes x 1 ,x2 ,x3 determinar (x 1 +x2 +x.3 ) e 
(x1 .x2 .x3 ). 
47) Determinar um coeficiente da equação de raizes x 1 , x,x3 sabendo que 
x1.x2 ±x1-x3 +x2-x3= 5 - 
48) Escrever as relações entre os coeficientes e as raizes r 1 ,r2 , r3 de uma equação do 
3° grau. 
49) Determinar o coeficiente k de modo que uma certa equação do 3° grau tenha duas 
raizes opostas. 
50) Estabelecer as relações de Girard para as raizes de alguma equação. 
51) Calcular um dos coeficientes p de uma dada equação de modo que essa equação 
( tenha raizes reais em progressão geométrica —a , a, a.p . 
ID 
52) Verificar que um dado Polinômio do 4° grau admite uma raiz de um dado intervalo. 
Comentário Geral 
0 estudo de Polinômios é feito da mesma maneira em todos os livros analisados 
de modo que os relatos ficaram um pouco repetitivos. Todos definem Polinômio da 
mesma maneira e apresentam, basicamente, os mesmos tópicos como divisão dos 
capítulos. Apenas um livro apresentou idéias de Geometria para introduzir o estudo de 
Polinômios. 
Os teoremas e resultados mais importantes aparecem na maioria dos livros, 
alguns com e outros sem demonstração. Apenas um livro não traz nada sobre a história 
da Matemática no conteúdo analisado, e a maioria apresenta muito pouco. Quanto aos 
exercícios, eles são todos tradicionais, voltados para o vestibular e sem nenhuma 
relação com o dia a dia e com outras áreas de estudo. Dá-se muita importância às 
definições, ás operações e ao uso dos teoremas. Percebemos ainda que a maioria dos 
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livros cita o Teorema Fundamental da Algebra de uma maneira um pouco diferente dos 
outros assuntos. Tenta-se mostrar de maneira bem rápida e discreta que esse é um 
teorema de bastante valor dentro da Algebra. 
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CAPITULO 4 
SUGESTÕES DE ATIVIDADES PARA SALA DE AULA 
A Algebra é uma área muito abstrata da Matemática. Os alunos têm dificuldades 
em estudá-la, pois além de ela representar uma novidade em relação à Aritmética e 
Geometria, eles não vêem utilidade e importância no seu estudo. Por isso, neste 
capitulo, procuramos trazer algumas curiosidades, aplicações e exercícios que podem 
ajudar o professor e os alunos no ensino da Algebra, já que quando falamos de 
Polinômios, estamos falando de Equações Algébricas e da Algebra, propriamente dita. 
Os exercícios para o Nível Fundamental procuram auxiliar o aluno na 
compreensão da passagem da linguagem numérica para a linguagem algébrica e na 
resolução de Equações Algébricas através da compreensão e não só da memorização. 
Esses exercícios se baseiam no principio de funcionamento da balança. Para o Ensino 
Médio, trazemos alguns fatos curiosos que os alunos podem tranqüilamente 
demonstrar. Embora alguns fatos sejam simples, eles impressionam os alunos.  Isso dá 
um certo respeito à Algebra e mostra que ela tem importância. 
4.1 Ensino Fundamental 
Para os exercícios abaixo considere o símbolo A A representando uma 
balança. 
1) Determine o membro maior, ou mais pesado, em cada uma das comparações 
abaixo. Complete a sentença corretamente, escrevendo <, =, ou > no  espaço central 
deis A . 
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24 b) -2-4 A A  
8 	 6 
a) (65 - 9) A A (65 - 10) c) 3.4 + 2 - 2 A A 3.4 + 2 
2) Substitua os pontos de interrogação por números ou operações para 
completar as comparações abaixo, de modo a se obterem igualdades: 
a) 16 + 2 A A 16 +? 
	
b) 3.9 A A 3.(5 + ?) 
c) 42 - 7 A A 3(6 + ?) - 7 
	
d) -13.6 	 13.( -6)A A  
-13 
3) Utilize a propriedade da  adição para somar a expressão dada aos dois 
membros da equação. Simplifique cada membro separadamente para as respostas 
finais. 
a) 8.x - 5 = 27 	 Expressão a ser somada: 5 
b) 3(x + 1) - 8 = x + 1 
	 Expressão a ser somada: - (x + 1) 
4) 0 conjunto-solução de 3.x + 7 = 22 é {5}. Circule as equações que não são 
equivalentes a 3.x + 7 = 22. 
a) (3.x + 7) 
3.x+7 b)  
- 7 = 22 - 7 
22 
3 
c) 3.x + 9 = 






e) 5 = x 
3 
5) Usando a propriedade da adição da igualdade, some uma expressão aos dois 
membros da equação para então achar o valor de x na equação 
2.x - 3 = 11 
2.x - 3 + 3 = 11 + 3 
2.x = 14 
Nesse momento, o professor deve questionar os alunos sobre qual o número que 
multiplicado por x, da 14. 
6) Propõe-se que os alunos pensem num número natural qualquer. Depois 
recomenda-se que eles realizem várias operações (listadas a seguir) de modo que ao 
final adivinha-se o número que o aluno pensou. Mostra-se então que, na verdade, 
apesar de eles realizarem várias operações, chegaram ao mesmo número pensado, 
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ou seja podemos adivinhar qual é esse número pensado. 
comandos a serem 
realizados pelos alunos 
exemplo comandos em linguagem 
simbólica 
pense um número pensei o 12 pensei o a 
ache seu dobro 24 2.a 
some 3 ao resultado 27 2.a + 3 
triplique o que você 
obteve 
81 6.a + 9 
subtraia 9 do resultado 72 6.a 
divida tudo por 6 12 a 
OBS.: Esse exercício é interessante pois chama a atenção dos alunos. Pode-se, depois 
de resolvê-lo, propor que os alunos façam "brincadeiras" com seus amigos, inventando 
outros. Além disso, pode-se elaborar outros exemplos e pedir que eles mostrem os 
comandos em linguagem algébrica. 
7) Pensei em um número inteiro. Somei a quarta parte desse número é 40 e, em 
seguida, multipliquei tudo por 4, obtendo um número R. 
a) Escreva a fórmula ( e simplifique) para se obter R. 
Seja ao número pensado. R = ( —a + 40 .4 = a + 160 - 160 + a 
4 
b) Calcule R considerando que o número pensado foi 3. 
R = 160 + 3 = 163 
8) Pensei em um número inteiro n; subtrai seu triplo; multipliquei tudo por 4 e somei 
12 vezes o valor de n, obtendo assim um resultado R. 
a) Escreva (e simplifique) a fórmula para se obter R. 
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R = (n - 3.n).4 + 12.n = 4.n - 12.n + 12.n = 4.n 
b) R pode ser um número negativo? Quando? 
Sim, quando n for negativo. 
4.2 Ensino Médio 
Antes de iniciar a listagem dos fatos curiosos, vamos apresentar a seqüência de 
Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., na qual cada termo, a partir do terceiro, é a soma 
dos dois termos precedentes. Outras seqüências podem ser escritas "como a de 
Fibonacci", começando por outros números diferentes do 1, como por exemplo, 7, 11, 
18, 29, 47, 76, 123, 199, ... 
1) Dados quinze termos consecutivos de uma seqüência como a de Fibonacci, 
a soma dos primeiros treze é igual à diferença entre o décimo quinto e o segundo 
termo. 
Exemplo:  
Seja a seqüência 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, ... 
A diferença entre 610 e 1 é 609 que é exatamente a soma dos primeiros treze termos. 
Demonstração: 
Representemos os quinze termos consecutivos de uma seqüência tipo Fibonacci 
como monômios e binômios: a, ID, a + b, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b, 8a + 13b, 
13a + 21b, 21a + 34b, 34a + 55b, 55a + 89b, 89a + 144b, 144a + 233b, 233a + 377b. 
Somando-se os treze primeiros termos obtemos 233a + 376b que é igual a 
(233a + 377b) - b, ou seja, que é igual à diferença entre o décimo quinto termo e o 
segundo termo. 
2) A soma de dez termos consecutivos quaisquer de uma sequência tipo 
Fibonacci é onze vezes o sétimo termo da subseqüência de dez termos considerada. 
Exemplo:  
Seja a seqüência 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, ... 




Representemos os dez termos consecutivos de uma seqüência tipo Fibonacci 
como monômios e binômios: a, b, a + b, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8b, 8a + 13b, 
13a + 21b, 21a + 34b. A soma de todos esses termos é 55a + 88b = 11(5a + 8b), ou 
seja, é exatamente onze vezes o sétimo termo. 
3) Se dois números de dois algarismos têm iguais os algarismos das dezenas 
e têm algarismos das unidades cuja soma é 10, pode-se calcular seu produto 
instantaneamente da seguinte maneira: multiplica-se o algarismo das dezenas pelo seu 
sucessor, obtendo-se um número que terá os algarismos dos milhares e das centenas. 
Acrescenta-se, então à direita desse número o produto dos algarismos das unidades, 
chegando-se assim ao resultado. 
Exemplo:  
77 vezes 73 = 5621, ou seja, (7.8)(7.3) = (56)(21). 
Demonstração:  
Seja a o algarismo das dezenas dos dois números e b o algarismo das unidades 
do primeiro número. Então o algarismo das unidades do segundo número será (10 - b). 
Assim, o primeiro número será (10a + b) e o segundo será 10a + (10- b). E o produto 
dos dois 6: (10a + b).(10a + 10 - b) = 100a 2 + 100a -10ab + 10ab + 10b - b2 = 
100a(a + 1) + b(10 - b). 
4) Se somarmos 1 ao produto de quatro números inteiros consecutivos, o 
resultado será um quadrado perfeito. 
Exemplos:  
1 x 2 x 3 x 4 + 1 = 25 = 5 2 
97 x 98 x 99 x 100 + 1 = 94109401 = 9701 2 
Demonstração:  
Vamos exprimir os quatro inteiros consecutivos como n, (n + 1), (n + 2) e 
(n + 3). Então o produto deles, mais um será: 
n.(n + 1). (n + 2).(n + 3) + 1 = n 4 + 6.n3 + 11.n2 + 6.n + 1 = 1 + 6.n + 2.n 2 + 9.n2 + 6. r13 
+ n4 = 1 + (2.n2 + 6.n) + (n4 + 6.n3 + 9.n2) = 1 + 2.n.(n + 3) + n 2 .(n2 + 6.n + 9) = 
67 
= 1 + 2.n.(n 3) 4 _ n2 .(n ÷ 3)2 = + 2.n.(n + 3) + [n.(n + 3)] 2 = [1 + n.(n + 3)]2 
5) 0 quociente da divisão por 8 de um produto de quatro inteiros positivos 
(n+1)  
consecutivos é um número triangular, ou seja, um número da forma n. 	 para um 
2 
n natural positivo. 
Exemplo:  
(3 x 4 x 5 x 6) -8 	 9.(9+1) = 45 - 
2 
Demonstração:  
Vamos exprimir os quatro inteiros consecutivos como m, (m + 1), (m + 2) e 
(m + 3). Então o produto deles, dividido por 8 será: 




8 	 2 	 2 	 2 
m 2 +3.m m 2+3.m +2 1 - m 2 +3.m m2+3 m +1  1 
	 x 	 x — 
2 	 2 	 2 	 2 	 2 	 12 
Logo, temos um número triangular para n - — ry.,2÷3.rr, já que esse número . é um 
2 
natural. 
6) Se a um número inteiro de quatro algarismos somarmos o número obtido 
escrevendo-se os algarismos desse inteiro dado na ordem inversa, o resultado será um 
múltiplo de 11. 
Exemplo:  
4798 + 8974 = 13772 = 11 x 1252 
Demonstração:  
Seja (1000.a + 100.b + 10.c + d), a, b, c, d, números naturais, o número de 
quatro algarismos dado. Então, invertendo a ordem de seus algarismos, obtemos o 
número (1000.d + 100.c + 10.b + a) e somando esses dois números temos 
(1000.a + 100.b + 10.c + d) + (1000.d + 100.c + 10.b + a) = 
=  1001.a+ 110.b + 110.c + 1001.d = 11.(91.a + 91. d + 10.b + 10.c) 
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OBS.: Esse resultado é válido para qualquer número inteiro positivo que possua um 
número par de algarismos. 
7) Para multiplicar um número inteiro n por 12, obtenha cada algarismo do 
produto pela seguinte regra: dobre cada algarismo de n, começando com as unidades, 
e some o dobro obtido ao algarismo de n a direita do que foi multiplicado; anote o 
algarismo das unidades da soma encontrada, transportando um algarismo quando a 
soma for maior que 9. 
Exemplo:  
12 x 597 = 7164 
Por essa regra temos que: dobramos o 7, obtendo 14, como não há algarismo 
direita de 7 em 597, anotamos o quatro como algarismos das unidades do produto 
desejado e transportamos mentalmente o 1. Agora, dobramos o 9, obtendo 18 e 
somamos 7 e depois 1, obtendo 26. Assim, o algarismo das dezenas do produto 
desejado é 6 e transportamos 2 mentalmente. Finalmente, dobramos o 5, o que da 10 
e somamos 9 e 2, obtendo 21. 1 é o algarismo das centenas do produto e 
transportamos o 2. Como não há algarismo dos milhares em 597 para dobrarmos, 
simplesmente somamos 5 ao 2 que foi transportado, obtendo 7 que sera o algarismo 
dos milhares do produto. Logo, o produto é 7164. 
Demonstração: 
Vamos representar o produto de 12 por um número de três algarismos por 
(10 + 2). (100.a + 10.b + c), a, b, c, números naturais. Desenvolvendo esse produto 
obtemos 1000.a + 100.b + 10.c + 200.a + 20.b + 2.c = 
= 1000.a + 100(2.a + b) + 10(2b + c) + 2.c 
OBS.: Os próximos fatos a serem citados estão relacionados ao teorema 6 do 
capitulo 2. Trata-se do uso de Polinômios para verificar se um número é racional ou 
irracional. 
8) 0 número [3- - 	 é irracional. 
Demonstração:  
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Fazendo 4-4 = a ou, ainda, (A2 = (a+ )2 , obtemos a igualdade 
1-a 2 = 2.4a. Após mais um quadramento, obtemos: a4 - 10.a2 + 1 = 0, ou seja, a é 
raiz do Polinômio p(x) = x4 - 10.x2 + 1. Pelo teorema, as (micas raizes racionais 
possíveis desse Polinômio são ±1, e como, por verificação direta, esses números não 
são raizes, a não pode ser racional. 
3 	  
9)  0 número a = / V2 - A/ + 	 + 	 é racional. 
Demonstração: 
Elevando-se ao cubo ambos os membros da igualdade, obtemos: 
	  3 / 	  
a 3 = 4 - 3.(3v2 - 	 + V2 + V5)= 4- 3a, ou seja a é raiz do Polinômio p(x) = x3 + 3.x -4. 
Podemos verificar facilmente que 1 é raiz desse Polinômio e que o quociente de p(x) 
por (x - 1) é q(x) = x2 + x + 4, que não admite raizes reais. Portanto, x = 1 é a única raiz 
real de p(x), ou seja, a = V2 - + V2 + 13- = 1. 
10) Seja 2- uma raiz de f(x) = anx" 	 + atx + ao , p, q, an , ..., 	 ao Z e 
m.d.c.(p,q) = 1. Então (p - m.q) 
 I  f(m), V m E Z. Em particular, (p - q) 
 I  f(1) e 
(p 	 q) I f(-1). 
OBS.: Esse resultado nos permite eliminar muitas das 
 possíveis raizes encontradas 
através do teorema 6 capitulo 2 sem fazermos nenhum cálculo já que f(1) e f(-1) 
sempre são fáceis de serem calculados. 
Exemplo: 
Determinar as raizes de f(x) = 6.x3 + x + x - 5 = O. 
Pelo teorema 6 do capitulo 2, as possíveis raizes racionais da equação são 
+1, +5, +1 +-5 	 ±-5 	 ±-5 . Como f(1) = 3, temos que ±1 ,±5, --5 , ±i,  
	
2' 2' 3' 3' 6' 6 	 2 	 3' 3' 
±1 e - —5 não podem ser raízes porque a diferença entre o numerador e o denominador 
6 6 
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1 	 5 - 	 . desses números não é divisor de 3. Como f( -1) = -11, temos que — e — não são raizes, 
2 2 
porque - 11 não é múltiplo de (1 4- 2) e nem de (5+ 2). Restaram apenas duas possíveis 
raizes: --1 e —5 . Substituindo diretamente na equação, vemos que apenas —5 é raiz, 
2 6 	 6 
- Podemos ver que --1  não  e raiz também da seguinte forma: f(2) 
 = 49 e (-1 -2(2)) 
2 
não divide 49. 
Dividindo f(x) por (x - —5 podemos determinar as outras raizes da equação que 
6 
são: (-1±4i)  
2 
Demonstração:  
Seja m e Z qualquer. Existem inteiros cc, tais que 
f(x) = a n .(x - m) " a( 1).(X m ) (11-1) 	 ÷ al -(x - m) + ao ( cada ai é o resto da divisão 
de f(x) por um Polinômio pi(x) de coeficientes inteiros). 
Usando o fato de que P- é raiz de f(x), temos 
f 	 1-2) = an . (  P- - m) a(n-ly(  - m 
) (n-1) 
+ a ( 	 - m)  ± ao 0 que é o mesmo 
que an.(p - rn.c)n cl-a(n-1)-(P non-1) 	 q01-1) .a1 (p m . q) 	 n 
0 primeiro membro dessa última equação é um inteiro múltiplo de (p - m.q). 
Logo, ( -ao.q n)também é múltiplo de (p - m.q). 
Seja d e Z tal que diqedl (p - m.q). Dai ternos que d I (m.q) o que implica 
d I (m.q + (p - m.q)), ou seja, d I p. Assim, d é um divisor de p e q, logo, d = 1 ou d = -1. 
Portanto, m.d. c. ((p m.q), q) = 1. Aplicando agora " n" vezes o resultado " Se a (b.c) 
e m.d.c. (a,b) = 1, então a lc" , temos que (p - m.q) I ( a o.q ") implica (p - m.q) Ía0, ou 
seja, (p - m.q) é um divisor de f(m), V m e Z. 
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CON CLUSÃO 
Aprendi muito com a realização desse trabalho. Achei muito interessante estudar 
um pouco da história das Equações Attgébricas, já que isso não é muito abordado na 
Graduação/ Revisei um pouco de Algebra 
 e estudei, -mais detalhadamente, os 
Polinômios. Para isso precisei estudar bastante e escrever os principais resultados 
desse estudo. Essa foi uma tarefa bem difícil, mas foi também muito importante já que 
o professor deve ter o domínio do conteúdo quando vai ensiná-lo, mesmo que seja em 
nível fundamental. Por exemplo, todos os resultados e teoremas ensinados no Ensino 
Médio, são válidos para Polinômios de coeficientes reais pois o conjunto dos números 
reais constitui um corpo, e num corpo esses resultados são válidos. 0 professor 
precisa assim estar atento a esses detalhes, mesmo que não os apresente aos alunos. 
Analisei a abordagem dos Polinômios nos livros didáticos e percebi que no 
Ensino Fundamental é grande a preocupação em explicar bem a passagem da 
linguagem numérica para a linguagem algébrica; resolve-se bastante 
 exercícios do tipo 
situações-problema com aplicações do cotidiano e de assuntos da Geometria. Já no 
Ensino Médio trabalha-se muito a divisão de Polinômios, raizes de Polinômios e a 
demonstração de vários teoremas. 
E, finalmente, diante da necessidade do professor em diversificar suas 
abordagens, despertando o interesse dos alunos em relação ao conteúdo que está 
ensinando, analisei vários exercícios diferentes e percebi que eles poderiam ser 
. aplicados em sala de aula 
	 - • - 	 is gratificante pipi-s-tFabaltre-i—Cbm 
atividades que contribuíram para mim e que contribuirão para os professores que 
lerem meu trabalho. 
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